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МОДЕЛЬ ЭЛАСТИЧНОЙ МАСШТАБНО-ИНВАРИАНТНОЙ

НЕОРИЕНТИРОВАННОЙ СЕТИ

Рассматривается модель графа, обладающего разными скоростями относительного прироста
числа рёбер и вершин. Такой граф называется эластичным. Рассматриваются свойства показателя
эластичности и его связь с фрактальной размерностью. Базовые концепции масштабно-инвариан-
тной сети - роста и преимущественного присоединения - дополняются концепцией эластичности. В
результате получена модель эластичной неориентированной масштабно-инвариантной сети. Та-
кой подход позволяет распространить рассматриваемый класс моделей на плотные сети, для кото-
рых степени вершин распределены по закону Ципфа или близкому к нему.

1. Введение

Модели масштабно-инвариантных сетей (МИС, SF - scale-free networks) считаются
наиболее адекватным отражением свойств сетей реального мира, таких как всемирная
паутина, сети цитирования и т.п.[1]. Развитие и применение таких моделей для сетей реально-
го мира является перспективным направлением научных исследований.

Теория масштабно-инвариантных сетей основывается на двух фундаментальных концеп-
циях: концепции роста и концепции преимущественного присоединения [2]. Однако, несмотря
на очевидную полезность таких моделей, они имеют определенные недостатки и ограниче-
ния. Например, для классических моделей МИС значение показателя распределения степе-
ней вершин превышает два, в то время как существуют такие сети, для которых этот
показатель равен двум (что соответствует закону Ципфа) или меньше [3]. Кроме того,
существует широкий класс сетей, для которых средняя степень вершин имеет тенденцию к
увеличению по мере роста времени наблюдения, но эта зависимость или не рассматривается
вообще, или рассматривается как внешний фактор модели. Более того, показатель распреде-
ления степеней вершин в классических моделях МИС напрямую зависит от среднего значе-
ния этой степени, то есть от параметра, имеющего масштаб. Во избежание указанных
ограничений было предложено [4] расширить список базовых концепций (рост и преимуще-
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ственное присоединение) концепцией различной относительной скорости увеличения количе-
ства рёбер и вершин,то есть концепцией эластичности.

В данной работе предлагается модификация модели масштабно-инвариантной сети, пост-
роенной с использованием неединичной эластичности.

2. Показатель эластичности графа

Пусть граф  ( , )G V E  изначально содержит две вершины, соединённые ребром. В каждый
момент времени к дереву добавляется одна вершина и одно ребро, таким образом,

 ( ) 1V t t  ,  ( )E t t ,  ( ) 1V t  ;  ( ) 1E t  .

Сравним относительные скорости прироста количества вершин  ( ) ( ) / ( )V t V t V t    и

рёбер  ( ) ( ) / ( )E t E t E t   :

 ( ) 1 ( 1)E t V t    .                                                       (1)

Рассмотрим другой крайний случай - полный граф. При тех же начальных условиях

( (1) 2V  ,  (1) 1E  ) добавляемая вершина соединяется со всеми существующими, то есть

 ( ) ( 1) ( ) 1E t E t E t t      ,  ( ) ( 1) / 2E t t t  . Таким образом, для полного графа

 ( ) 2 ( 1)E t V t    .                                                       (2)

Рассмотренные крайние случаи проиллюстрированы на рис.1.

Очевидно, что выражения (1) и (2) можно обобщить на промежуточный случай  1 2   :

 1
( ) ( ) ( 1)

t
E t V t V t

t


         .                                      (3)

Параметр    является эластичностью, то есть отношением относительного прироста
количества рёбер к относительному приросту количества вершин:

 ( )
lim

( 1)t

E t

V t


 

  .                                                       (4)

Стоит отметить, что в теории сетей термин "эластичность" применяется в другом
смысле - как мера устойчивости сети при удалении узлов [5]. Однако в более общем
математическом смысле этот термин широко употребляется именно как отношение отно-
сительных скоростей приростов функции и аргумента [4], чем и обосновывается примене-
ние этого термина в данной работе.

Одним из важных и полезных приложений понятия эластичности является то, что она

устанавливает соответствие между скоростью прироста количества рёбер  ( )E t  и текущим

средним значением этого количества  ( )e t . Если коэффициент эластичности    фиксирован, а

количество вершин служит, как обычно, мерой времени ( ( ) 1V t  ), то, согласно (3), получим:

Рис. 1. Соотношения между относительными приростами числа рёбер и вершин
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 ( ) 1
( ) ( )

( )

E t t
E t e t

V t t


       .                                             (5)

Таким образом, значение  1   показывает, что каждая новая вершина добавляет в
среднем больше ребер, чем имеется в данный момент времени. Следует отметить, что во
всех существующих моделях МИС это соотношение равняется единице ( 1  ).

Из (4)-(5) следует, что количество рёбер в сети составляет

 ( 1) 1
( )

( 1) ( 1) ( 1, )

V
E V

V V

  
 
         .                                       (6)

Можно отметить, что в предельном случае  ( )
v

E V CV 


 , что соответствует степенно-

му закону распределения.
Очевидно, что коэффициент эластичности можно использовать как безмасштабную

меру плотности сети (графа).
Более того, согласно [6], коэффициент эластичности растущей сети является его фрак-

тальной размерностью в том случае, если измерять размер сети количеством вершин, а
под единичным множеством понимать ребро.

Так, фрактальная размерность Минковского (box-counting dimension) для растущего
объекта, определяется как

 log ( )
lim

logR

N R
d

R
 ,                                                     (7)

где  ( )N R  - количество кубов с единичной стороной, необходимых для покрытия объекта
диаметром  R .

Согласно правилу Лопиталя, граница растущего объекта (7) в случае существования
таковой равна

 (log ( )) /
lim lim

(log ) /R R

d N R dN N
d

d R dR R 
  .                                       (8)

Для дискретных структур выражение (8) приобретает вид
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.                                                         (9)

Представляется целесообразным применить концепцию эластичности (то есть различ-
ной относительной скорости увеличения количества рёбер и вершин) к модели масштабно-
инвариантной сети.

3. Модель эластичной масштабно-инвариантной неориентированной сети

Наиболее известной моделью неориентированной МИС со степенным распределением
является модель Барабаши-Альберт (БA), которая основана на следующих правилах: граф
является неориентированным; начальное количество вершин и рёбер ограничено; на каждом
шаге к графу добавляется одна новая вершина (концепция роста), которая связана с   суще-
ствующими; концы добавляемых рёбер (то есть связи) распределяются между имеющими-
ся вершинами в соответствии с правилом преимущественного присоединения: вероятность

того, что новое ребро инцидентно некоторой вершине  i , пропорциональна её степени  ik  [2].
Предположим, что начальный граф состоит из двух вершин и одного ребра. Обозначим

количество вершин, имеющих степень  k , как  ( , )V k t , их общее количество в данный момент

времени  t  как  ( )V t , а общее количество рёбер как  ( )E t . Рассматривая процесс добавления
дуг как процесс Бернулли, получим балансовое уравнение

  ( , 1) ( , ) ( ) ( , ) ( 1, )V k t V k t m t w k t w k t      ,                            (10)

где  ( )w k  - вероятность того, что новое ребро соединяется с некоторой вершиной степени  k :
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( ) ( )

2

k
w k p k

m
 .                                                   (11)

Согласно (5), если коэффициент эластичности отличен от единицы, то среднее число дуг

 ( )m t , которые добавляются в сеть, будет зависеть от текущего количества рёбер и будет
расти с течением времени. В этом проявляется отличие предлагаемой модели от класси-
ческой (то есть БА-модели).

Уравнение (10) имеет асимптотически стационарное решение  ( , ) kV k t t p  , причём из (5) и

(11) следует, что вероятности распределения степеней вершин  kp  удовлетворяют уравнению

  1 ( 1)
2

k k kp kp k p 


    .                                            (12)

Из (12) следует, что степени вершин распределяются по закону Юла-Саймона, который
является дискретным аналогом степенного закона [2] и асимптотически совпадает с ним:

 
 

 
 

( 1) ,k
k

p k C
k


    

   ,                                          (13)

где  ( , )x y ,  ( )x  - соответственно, бета- и гамма-функции Эйлера.
Показатель распределения (12) (скейлинг-фактор) имеет вид

 2
1  


.                                                          (14)

В то же время, для стандартной БА-модели ( 01   и  m const ) этот показатель имеет
существенно иной вид:

 2 1/ m   .                                                        (15)

Из сопоставления (14) и (15) следует, что использование концепции эластичности позво-
ляет применять масштабно-инвариантные модели для сетей, которые имеют показатель
распределения степеней вершин, близкий к двум, что соответствует закону Ципфа.

4. Выводы

Рассматривается коэффициент эластичности как безмасштабная мера плотности растущего
графа, устанавливающая соотношение между скоростями прироста числа вершин и рёбер. Этот
показатель может рассматриваться как фрактальная размерность графа. Представлена модель
масштабно-инвариантной неориентированной сети. Использование различных относительных
темпов роста количества рёбер и вершин позволяет применять масштабно-инвариантные модели
для плотных сетей, что существенно расширяет область применения таких моделей.
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