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ПРИМЕНЕНИЕ ИТЕРАЦИОННЫХ
МЕТОДОВ К РАСЧЕТУ ОБТЕКАНИЯ
ТЕЛ СТАЦИОНАРНЫМ ПОТОКОМ
ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

ЛАМТЮГОВА С.Н.

Рассматривается и обосновывается применение методов
R-функций, последовательных приближений и Бубнова-
Галёркина к расчету стационарного обтекания тел вра-
щения и цилиндрических тел вязкой несжимаемой жид-
костью.
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Введение
Актуальность исследования. В последнее время ма-
тематическое моделирование и численный анализ все
активнее используются при изучении динамики вяз-
кой жидкости. Необходимость моделировать вязкие
течения возникает, например, в гидроаэродинамике,
теплоэнергетике, химической кинетике, биомедицине
и т.д. Описывающие их уравнения Навье-Стокса [1 –
3] имеют существенные особенности – нелинейность
и наличие малого параметра при старшей производ-
ной. Поэтому часто на предварительном этапе анализа
ограничиваются линейным приближением. Полное
пренебрежение нелинейными членами в системе урав-
нений Навье-Стокса приводит к системе уравнений
Стокса [4, 5]. Однако для задачи двумерного попе-
речного обтекания цилиндра потоком неограниченной
жидкости не существует решения уравнений Стокса
(парадокс Стокса) [5, 6]. В этом случае используют
линейную систему уравнений Озеена [5].
Если рассматриваемая задача обладает свойствами
симметрии и может быть сведена к двумерной, то
вместо компонент скоростей жидкости удобно ввести
функцию тока [4, 6, 7]. Методы решения внешних
задач для уравнения относительно функции тока раз-
работаны недостаточно, что объясняется высоким
порядком этого уравнения, его нелинейностью и нео-
граниченностью области, в которой уравнение рас-
сматривается. На наш взгляд привлекательным явля-
ется использование для решения этого класса задач
проекционных методов, поскольку они дают прибли-
женное решение в аналитическом виде, что облегчает
дальнейшее применение функции тока для нахожде-
ния различных характеристик течения. При этом точно
учесть геометрическую информацию, входящую в
постановку задачи, позволит использование конст-
руктивного аппарата теории R-функций акад. НАН
Украины В.Л. Рвачева [8].

Метод R-функций в задачах гидродинамики приме-
нялся в работах [9 – 13], но задачи внешнего обтека-
ния тел вязкой жидкостью с использованием метода
R-функций не рассматривались, хотя они составляют
важный класс прикладных задач. Поэтому разработка
новых, а также совершенствование существующих
методов математического моделирования и числен-
ного анализа стационарных задач обтекания тел вяз-
кой несжимаемой жидкостью методом R-функций
является актуальной научной проблемой.
Эта работа опирается на применение метода R-функций
к расчету стационарных задач обтекания тел идеаль-
ной жидкостью [14].
Цель и задачи исследования. Целью данной работы
является разработка и обоснование нового метода
численного анализа стационарных задач обтекания
тел вращения и цилиндрических тел вязкой несжима-
емой жидкостью. Этот метод основан на совместном
применении метода последовательных приближений,
структурного метода R-функций и проекционного
метода Бубнова-Галёркина.
Для достижения поставленной цели необходимо ре-
шить следующие задачи:
– построить на основании методов теории R-функций
полную структуру решения краевых задач для функ-
ции тока;
– применить метод Бубнова-Галёркина для аппрокси-
мации неопределенных компонент в структуре линей-
ных задач;
– применить метод последовательных приближений и
метод Бубнова-Галёркина для аппроксимации нео-
пределенных компонент в структуре нелинейных за-
дач;
– исследовать вопросы сходимости предложенных
методов.
1. Описание области течения
Основная сложность при построении численного ме-
тода анализа в задачах обтекания связана с бесконеч-
ностью области, в которой рассматривается течение.
Для построения вычислительного алгоритма, кото-
рый бы позволил вести расчеты в конечной области,
нам понадобится функция [14]

M

Mx1 exp , 0 x M;
f (x) x M

1, x M (M const 0).

 − ≤ <= −
 ≥ = >

Легко проверить, что она удовлетворяет следующим
условиям:

а) Mf (0) 0= ; б) Mf (0) 1′ = ;

в) Mf (x) 0 x 0′ ≥ ∀ ≥ ; г) Mf (x) 1 x M≡ ∀ ≥ .

Кроме того, Mf (x) C [0, )∞∈ +∞ .
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Пусть Ω  – область течения, а ∂Ω  – граница обтекае-
мого тела. Если с помощью конструктивного аппара-
та теории R-функций построена достаточно гладкая
функция ω  такая, что 0ω =  – нормализованное урав-
нение ∂Ω , то функция M Mf ( )ω = ω  такова, что:

1) M 0ω >  в Ω ; 2) M 0∂Ωω = ;

3) 1
∂Ω

∂ω
= −

∂n , где n  – внешняя нормаль к ∂Ω ;

4) M 1ω ≡ , если M Mω ≥ .

Обобщенные решения рассмотренных далее задач
будем искать в классе F  функций v , которые имеют
обобщенные производные до второго порядка вклю-
чительно и квадратично суммируемы вместе с произ-
водными по 1Ω , где 1Ω  – любая конечная часть Ω ; на
границе ∂Ω  они удовлетворяют однородным краевым
условиям соответствующих задач [15].
2. Метод численного анализа задачи расчета
обтекания цилиндрического тела
Рассмотрим стационарное обтекание цилиндрическо-
го тела потоком вязкой несжимаемой жидкости в
цилиндрической системе координат (r, , z)ϕ  [3, 4]. В
этом случае вектор скорости можно искать в виде

r
1v
r
∂ψ

=
∂ϕ , v

rϕ
∂ψ

= −
∂

, zv 0= ,

где (r, )ψ = ψ ϕ  – функция тока.

В линейном приближении (линеаризация Озеена) те-
чение описывается следующей задачей для ψ :

( )2 U A 0∞ν∆ ψ + ∆ψ =  в Ω ,               (1)

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                      (2)

1
r
lim r U sin−

∞
→+∞

ψ ⋅ = ϕ ,                     (3)

здесь ν  – коэффициент вязкости; ∆  – оператор

Лапласа; sinA cos
r r x

∂ζ ϕ ∂ζ ∂ζ
ζ = − ϕ + = −

∂ ∂ϕ ∂
; U∞  – не-

возмущенная скорость жидкости на бесконечности.
В задаче (1) – (3) сделаем замену

2
M 0 uψ = ω ψ + ,

где 2 1
0 U (r R r )sin−

∞ψ = − ϕ  – решение задачи об об-
текании идеальной жидкостью кругового цилиндра
радиуса R ; u  – новая неизвестная функция.

Выбор такой замены обусловлен тем, что функция
2
M 0ω ψ  удовлетворяет краевым условиям (2) и усло-

вию на бесконечности (3).
Тогда функция u  является решением задачи

2u U A( u) f∞ν ∆ + ∆ =   в Ω ,               (4)

u 0∂Ω = , u 0
∂Ω

∂
=

∂n
,                      (5)

1
r
lim r u 0−

→+∞
= ,                           (6)

где 2 2 2
M 0 M 0f ( ) U A( ( ))∞= −ν ∆ ω ψ − ∆ ω ψ    . Заметим,

что f 0≡  в области { (r, ) M}ω ϕ ≥ .

Обобщенным решением задачи (4) – (6) назовем
функцию u F∈ , удовлетворяющую для любой v F∈
интегральному тождеству

2
M 0u v U u Av ( ) v∞

Ω
ν ∆ ⋅∆ − ∆ ⋅ + ν ∆ ω ψ ⋅∆ −∫ (    

2
M 0U ( ) Av)d 0∞− ∆ ω ψ ⋅ Ω = .

Обобщенное решение u  найдем как предел при n →∞
решений nu  уравнения (4), рассматриваемого в

n n{(x, y) 0 (x, y) M }Ω = ∈Ω < ω < ⊂ Ω . Здесь n{M }  –
любая возрастающая неограниченная сверху после-
довательность. Таким образом, последовательность
областей n{ }Ω  является монотонным исчерпыванием
бесконечной области Ω .

В областях nΩ  рассмотрим краевые задачи

2
n nu U A( u ) f∞ν ∆ + ∆ =   в nΩ ,               (7)

nu 0∂Ω = , nu 0
∂Ω

∂
=

∂n
,                   (8)

причем nu , следуя О.А. Ладыженской [16], продол-
жены нулем вне nΩ .

Для решения задач (7) – (8) применим метод Бубнова-
Галёркина [17]. Оператор этих краевых задач пред-

ставим в виде 0B A U K∞= ν + , где 2
0A = ∆ ,

K A( )= ∆ . Оператор 0A  будем рассматривать на мно-

жестве 0 2 nD L ( )⊂ Ω  функций 4 1
n nu C ( ) C ( )∈ Ω Ω ,

удовлетворяющих краевым условиям (8). На 0D

введем скалярное произведение [u, v] u v d
Ω

= ∆ ∆ Ω∫ .

Пополнив 0D  в метрике, порожденной этим скаляр-
ным произведением, получим энергетическое про-
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странство 0H  с нормой 2 2
0

n

u ( u) d
Ω

= ∆ Ω∫ . Как сле-

дует из результатов работы [17] оператор 0A  является
симметричным, положительно-определенным.

Выберем координатную систему k{ }ϕ , подчинив ее
следующим условиям:

1) k 0{ } Hϕ ∈ ;

2) N∀  элементы 1 N,...,ϕ ϕ  – линейно независимы;

3) координатная система k{ }ϕ  полна в 0H .

Приближенное решение задач (7) – (8) согласно
методу Бубнова-Галёркина будем искать в виде

N
n,N n, j j

j 1
u c

=
= ϕ∑ ,                        (9)

где n, jc , j 1,..., N= , – решение СЛАУ

N
n, j j i j i i

j 1
c { [ , ] U (K , )} (f , )∞

=
ν ϕ ϕ + ϕ ϕ = ϕ∑ ,      (10)

2
i M 0 i

n

(f , ) ( ) d
Ω

ϕ = −ν ∆ ω ψ ⋅∆ϕ Ω+∫

2
M 0 i

n

U ( ) A d∞
Ω

+ ⋅ ∆ ω ψ ⋅ ϕ Ω∫ ,   i 1, N= .

В работе [17] было доказано, что оператор 0A  имеет

дискретный спектр, а оператор 1
0A−  вполне непреры-

вен в пространстве 2 nL ( )Ω . Тогда из результатов

статьи С.Г. Михлина [18] следует, что оператор 1
0A K−

вполне непрерывен в 0H . Таким образом, справедли-
ва

Теорема 1. Галеркинские приближения n, Nu  вида
(9) при N →∞  сходятся к обобщенному решению
задач (7) – (8), которое определяется интегральным
тождеством

( 2
n n M 0

n

u v U u Av ( ) v∞
Ω

ν ∆ ⋅∆ − ∆ ⋅ + ν ∆ ω ψ ⋅∆ −∫    

)2
M 0U ( ) Av d 0∞− ∆ ω ψ ⋅ Ω = .              (11)

Оценим решение задач (7) – (8) в норме 0⋅ .

Умножив (7) в 2 nL ( )Ω  на nu , получим

2
n n n L ( ) n L ( )0 2 n 2 nu U ( ( u ), u ) (f , u )∞ Ω Ων = − Α ∆ + .

Применив первую формулу Грина, формулу Остро-
градского-Гаусса и учитывая краевые условия, полу-
чим, что n n L ( )2 n(A( u ), u ) 0Ω∆ = . Тогда

2
n n L ( )0 2 nu (f , u ) Ων = .

Применив неравенство Коши-Буняковского, нера-
венство [16]

( ) ( )2 1 1W L 0n 2 n2
u c u c uΩ Ω≤ ∆ =          (12)

и неравенство Юнга, получим оценку

1
n 0 L ( )2 n

cu f Ω≤
ν

.

Для построения координатной последовательности
воспользуемся полной системой частных решений
уравнения 2u 0∆ =  [19] и структурным методом
R-функций [8].
Теорема 2 [20, 21]. При любом выборе достаточно

гладких функций 1Φ  и 2Φ  ( 1
1 r 0−Φ ⋅ → при r → +∞ )

краевым условиям (5) и условию на бесконечности
(6) точно удовлетворяет функция вида

2 2
M 1 M M 2u (1 )= ω Φ +ω −ω Φ .                (13)

Аппроксимации неопределенных компонент 1Φ  и 2Φ
структуры (13) будем искать в виде

 
m1m1

1 k k1
k 1=

Φ ≈ Φ = α ⋅ϕ∑ , 
m2m2

2 j j2
j 1=

Φ ≈ Φ = β ⋅ τ∑ ,

где

k k
k{ (r, )} {r cos k , r sin k ;k 1,2,...;− −ϕ ϕ = ϕ ϕ =

2 k 2 kr cos k , r sin k , k 3,4,...}− −ϕ ϕ = ,

j j
j{ (r, )} {cos 2 ,sin 2 , r cos j , r sin j ,τ ϕ = ϕ ϕ ϕ ϕ

j 2 j 2r cos j , r sin j , j 1, 2,...}+ +ϕ ϕ = .

Зададимся полной относительно всей плоскости пос-
ледовательностью функций

{ } 2
i M k(r, ) { (r, ) (r, ),ϕ ϕ = ω ϕ ϕ ϕ

2
M M j(r, ) (1 (r, )) (r, )}ω ϕ −ω ϕ τ ϕ .        (14)

Значения коэффициентов kα  1(k 1, 2,..., m )=  и jβ

2( j 1, 2,...,m )=  в соответствии с методом Бубнова-
Галёркина найдем из условия ортогональности невяз-
ки первым N  ( 1 2N m m= + ) элементам последова-
тельности (14). Это приводит к СЛАУ вида (10).
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Последовательность n{u } является слабокомпактной
в 0H , значит, из неё можно выделить сходящуюся к

некоторой 0u H∗ ∈  подпоследовательность. Переходя
по этой подпоследовательности к пределу в интег-

ральном тождестве (11), получим, что u∗  является
обобщенным решением задачи (4) – (6). Кроме того,
из результатов работы [16] следует единственность
решения линейной задачи (4) – (6), а значит, вся

последовательность n{u } сходится к u∗ .

Теорема 3. Функции nu  при nM →∞  сходятся к
единственному обобщенному решению задачи (4) –
(6).
Рассмотрим теперь общую (нелинейную) задачу для
ψ  [7]:

2 J( , )ν∆ ψ = ∆ψ ψ  в Ω ,              (15)

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                (16)

1
r
lim r U sin−

∞
→+∞

ψ ⋅ = ϕ ,               (17)

где J( , )∆ψ ψ  – якобиан функций ∆ψ  и ψ .

Для решения поставленной задачи воспользуемся
методами последовательных приближений,  R-функций
и Бубнова-Галёркина.

В задаче (15) – (17) сделаем замену 0u uψ = + , где u

– новая неизвестная функция, а 0u  – решение задачи:

2
0 0u U ( u ) 0∞ν∆ + Α ∆ =  в Ω ,             (18)

0u 0∂Ω = , 0u
0

∂Ω

∂
=

∂n
,                   (19)

1
0

r
lim r u U sin−

∞
→+∞

= ϕ  .                  (20)

Задача (18) – (20) может быть решена с помощью
метода, описанного выше.
Тогда для функции u  получим краевую задачу с
однородными краевыми условиями

2
0 0 0u J( (u u),u u) U ( u )∞ν∆ = ∆ + + + Α ∆  в Ω ,  (21)

u 0∂Ω = , u 0
∂Ω

∂
=

∂n
,                     (22)

1
r
lim r u 0−

→+∞
= .                         (23)

Обобщенным решением задачи (21) – (23) назовём
функцию u F∈ , удовлетворяющую для любой v F∈
интегральному тождеству

0 0u v d J(u u, v) (u u) d
Ω Ω

ν ∆ ∆ Ω = + ∆ + Ω+∫ ∫

0U Au vd∞
Ω

+ ∆ Ω∫ .                      (24)

Обобщенное решение u  задачи (21) – (23) найдем как
предел при n →∞  решений nu  уравнения (21), рас-
сматриваемого в последовательности областей n{ }Ω ,
которая является монотонным исчерпыванием беско-
нечной области Ω .

Для решения задачи (21) – (23) в области nΩ  постро-
им итерационный процесс последовательных прибли-
жений по нелинейности. Пусть начальное приближе-
ние (0)

nu  задано. Если k -е приближение (k)
nu  постро-

ено, то новое (k 1)+ -е приближение (k 1)
nu +  находим

как решение линейной задачи

2 (k 1) (k) (k)
n 0 n 0 nu J( (u u ),u u )+ν∆ = ∆ + + +

0U ( u )∞+ Α ∆  в nΩ ,                    (25)

(k 1)
nu 0+

∂Ω
= , 

(k 1)
nu 0
+

∂Ω

∂
=

∂n ,              (26)

продолженное нулем вне nΩ .

Умножив уравнение (25) скалярно в 2 nL ( )Ω  на (k 1)
nu + ,

используя свойство якобиана [22]: для любых

2
2u, v W ( )∈ Ω , 1

2w W ( )∈ Ω


( ) ( )J u, v wdxdy J v, w udxdy
Ω Ω

=∫ ∫ ,           (27)

вторую формулу Грина для последнего слагаемого,
получим:

( )2(k 1) (k) (k 1) (k)
n 0 n n 0 n0 L ( )2 n

u J(u u ,u ), (u u )+ +
Ω

ν = + ∆ + +

(k 1)
0 n L ( )2 nU ( u , u )+

∞ Ω+ Α ∆  .             (28)

Для оценки первого слагаемого в правой части (28)
используем неравенство [22]

( )L2 n
(J(u, v), u) Ω∆ ≤

( ) ( ) ( )2W L Ln 2 n 2 n2
c v u uΩ Ω Ω≤ ∇ ∆ ,

2
2 nu, v W ( )∈ Ω


,

неравенство (12) и неравенство Юнга, второе слага-
емое справа оценим, используя неравенство Коши-
Буняковского и неравенство Юнга. В результате по-
лучим оценку
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2 4 2 22 44 2(k 1) (k)1 1
n 0 n 00 02 20 0

8c c 4U c
u u u u+ ∞ ≤ + + 

 ν ν
.

Пусть 0 00u L≤ , (k)
n 0

u L≤ , тогда

2 4 2 22(k 1) 4 4 21 1
n 0 02 20

8c c 4U cu (L L ) L+ ∞≤ + +
ν ν

.

Значит, условие ограниченности (k 1)
n 0

u L+ ≤  будет

выполнено, если 
2 4 2 2

4 4 2 21 1
0 02 2

8c c 4U c(L L ) L L∞+ + ≤
ν ν

, от-

куда

2 2 4 4 2 2
1 1 0 0

1 L

2c 2c c (L L ) U L∞

≤
ν + + .          (29)

Таким образом, при соответствующем выборе на-

чального приближения (0)
nu  и при выполнении усло-

вия (29) решение (k 1)
nu +  на каждом шаге итерационно-

го процесса (25) – (26) ограничено в норме 0⋅ .

Для доказательства сходимости последовательности
(k)
nu , k 0, 1, 2, ...= , рассмотрим разности

(k 1) (k 1) (k)
n n nu u u+ +δ = − . Они удовлетворяют уравнению

2 (k 1) (k) (k)
n 0 n 0 nu J( (u u ), u u )+ν∆ δ = ∆ + + −

(k 1) (k 1)
0 n 0 nJ( (u u ),u u )− −− ∆ + +  в nΩ ,

и краевым условиям

(k 1)
nu 0+

∂Ω
δ = , 

(k 1)
nu 0
+

∂Ω

∂δ
=

∂n
.

Для оценки (k 1)
nu +δ  по норме 0⋅  было использовано

равенство

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 1 2 2J u , v J u , v J u , v v J u u , v− = − + − ,

свойство (27), неравенство [22]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0L L L L2 2 2 2
(J u, v , w) c u v wΩ Ω Ω Ω≤ ∆ ∆ ,

2
2u, v W ( )∈ Ω


, 2w L ( )∈ Ω

и неравенство Юнга. Получено, что

(k 1) (k)0
n 0 n0

2c
u (L L) u+δ ≤ + δ

ν
.

Пусть 
( )0 02c L L

1
+

≤ α <
ν

, т.е.

0 0

1
2c (L L)

α
≤

ν + .                      (30)

Тогда (k 1) (k) k (1)
n n n0 0 0

u u ... u+δ ≤ α δ ≤ ≤ α δ  и

k
(k p) (k)
n n 0

u u
1

+ α
− < γ

−α
,                 (31)

где (1)
n 0

uγ = δ . Поскольку 1α < , то

(k p) (k)
n n 0

u u 0+ − →  при k →∞ , т.е. последователь-

ность (k)
n{u }  является фундаментальной. В силу пол-

ноты пространства 2
2 nW ( )Ω


 это означает, что после-

довательность (k)
n{u }  сходится (с геометрической

скоростью), т.е. существует функция 2
n 2 nu W ( )∗ ∈ Ω



такая, что (k)
n n

k
lim u u∗
→∞

= .

Устремив в неравенстве (31) p  к ∞ , получим оценку
для k -го приближения:

                 
k

(k)
n n 0

u u
1

∗ α
− ≤ γ

−α
.                (32)

Предельная функция nu∗  является единственным обоб-
щенным решением задачи (21) – (23) в ограниченной
области nΩ , имеет место равенство

( )2
n 0 n n 0 n0 L ( )2 n

u J(u u ,u ), (u u )∗ ∗ ∗ ∗
Ω

ν = + ∆ + +

0 n L ( )2 nU ( u , u )∗∞ Ω+ Α ∆ 

и оценка

2 4 2 22 4 4 21 1
n 0 02 20

8c c 4U c
u (L L ) L∗ ∞≤ + +

ν ν
.        (33)

Объединив условия (29) и (30) для 1/ Reν  , получим
оценку

1/ ν <

2 2 4 4 2 2 0 01 1 0 0

Lmin ,
2c (L L)2c 2c c (L L ) U L∞

 α <  
+ + + 

.(34)

Таким образом, имеет место
Теорема 4. Последовательные приближения, фор-
мируемые по схеме (25) – (26), сходятся при малых
числах Рейнольдса к единственному обобщенному
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решению nu F∗ ∈  задачи (21) – (23), рассматривае-

мой в ограниченной области nΩ , причем для k -го
приближения оценка погрешности имеет вид (32).
Условие малости формулируется в виде неравен-
ства (34).
Структура решения краевой задачи (21) – (23) имеет
вид (13). Неопределенные компоненты структуры ап-
проксимируем как и в линейной задаче. Итак, на
каждой итерации в области nΩ  приближенное реше-
ние задачи (25) – (26) будем искать в виде

N(k 1) (k 1)
jn,N n, j

j 1
u c+ +

=
= ϕ∑ ,

где (k 1)
n, jc + , j 1,..., N= , являются решением СЛАУ:

N (k 1) (k 1)
j i in, j

j 1
c [ , ] (f , )+ +

=
ν ϕ ϕ = ϕ∑ , i 1, N= ,      (35)

здесь

(k 1)
i(f , )+ ϕ =

(k) (k)
0 n i 0 n 0 i

n

[J(u u , ) (u u ) U Au ]d∞
Ω

= + ϕ ∆ + + ∆ϕ Ω∫ .

Отметим, что матрица системы (35) не изменяется от
итерации к итерации, вычисляется лишь один раз на
первой итерации, а затем на каждой итерации пересчи-
тывается лишь правая часть (k 1)

i(f , )+ ϕ .

Из теорем сходимости метода Бубнова-Галёркина
[17] и результатов для линейной задачи следует, что

при N →∞  последовательность (k)
n,Nu  сходится к

(k)
nu , а (k)

nu  при числах Рейнольдса, удовлетворяю-

щих (34), сходится к *
nu , причем функция *

nu  удов-
летворяет интегральному тождеству (24), записанно-
му для nΩ , и имеет место оценка (33).

Следуя работам О.А. Ладыженской [15, 16], из пос-

ледовательности n{u }∗  можно выделить сходящуюся

подпоследовательность n j{u }∗ . Переходя к пределу

при jn →∞  в интегральном тождестве, определяю-

щем решение n ju∗ , получим, что предельная функция

u∗  удовлетворяет тождеству (24) при любой v F∈ ,
т.е. является обобщенным решением задачи (21) –
(23).

Теорема 5. Функции nu  при nM →∞  сходятся к
обобщенному решению задачи (21) – (23).

Вычислительный эксперимент [20] показал, что в
задачах обтекания кругового и эллиптического ци-
линдров последовательные приближения сходятся при
Re 10≤ . При реализации метода последовательных

приближений в качестве (0)
nu  выбирались решения

линейных задач, полученные в [20].
3. Метод численного анализа задачи расчета
обтекания тел вращения
Рассмотрим теперь стационарное обтекание тела вра-
щения потоком вязкой несжимаемой жидкости в сфе-
рической системе координат (r, , )θ ϕ  [3, 4]. В этом
случае вектор скорости можно искать в виде

r 2
1v

r sin
∂ψ

=
∂θθ

, 
1v

r sin rθ
∂ψ

= −
θ ∂

, v 0ϕ = ,

где (r, )ψ = ψ θ  – функция тока.

В линейном приближении (линеаризация Стокса) те-
чение описывается следующей задачей для ψ  [3, 4]:

2E 0ψ =  в Ω ,                         (36)

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                    (37)

2 2
r

1lim r U sin
2

−
∞

→+∞
ψ ⋅ = θ ,                (38)

а общая (нелинейная) задача для ψ  имеет вид [5 – 7]

2E Bν ψ = ψ  в Ω ,                      (39)

0∂Ωψ = , 0
∂Ω

∂ψ
=

∂n
,                    (40)

2 2
r

1lim r U sin
2

−
∞

→+∞
ψ ⋅ = θ .                 (41)

Здесь ν  – коэффициент вязкости, U∞  – невозмущен-
ная скорость жидкости на бесконечности,

2

2 2
sin 1E

sinr r
∂ ψ θ ∂ ∂ψ ψ ≡ +  ∂θ θ ∂θ ∂

,

2
1 E EB

r rr sin
∂ψ ∂ ψ ∂ψ ∂ ψ ψ = − + ∂θ ∂ ∂ ∂θ θ

   

2
1 22 ctg E

r rr sin
∂ψ ∂ψ + θ − ψ ∂ ∂θ θ

     .

Исследование разрешимости задач (36) – (38) и (39)
– (41), а также исследование применимости методов
R-функций, последовательных приближений и Буб-
нова-Галёркина проводится по аналогичным п. 2 схе-
мам.
В линейной задаче (36) – (38) делаем замену
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2
M 0 uψ = ω ψ + ,

где 2 1 2
0 0, 25U (r R) (2 Rr )sin−

∞ψ = − + θ  – решение
Стокса для задачи про обтекание сферы радиуса R , u
– новая неизвестная функция.

Тогда линейная задача в ограниченной области nΩ
имеет вид:

2
nE u f=  в nΩ ,                     (42)

nu 0∂Ω = , nu 0
∂Ω

∂
=

∂n
,               (43)

где 2 2
M 0f E ( )= − ω ψ , nu  продолжены нулем вне nΩ .

Для решения задачи (42) – (43) также имеет место
теорема о сходимости галёркинских приближений и
справедлива оценка

                         n 10 L ( )2 n
u c f Ω≤ .

Для нелинейной задачи (39) – (41) делаем замену

0u uψ = + , где u  – новая неизвестная функция, а 0u
– решение задачи:

2
0E u 0=  в Ω ,

0u 0∂Ω = , 
0u

0
∂Ω

∂
=

∂n ,

2 2
0

r

1lim r u U sin
2

−
∞

→+∞
= θ .

Тогда получим нелинейную задачу в ограниченной
области

2
0E u B(u u)ν = +  в nΩ ,            (44)

u 0∂Ω = , 
u 0
∂Ω

∂
=

∂n .              (45)

Итерационный процесс решения задачи (44), (45)
строится аналогично схеме (25), (26). Имеет место
теорема о сходимости последовательных приближе-
ний при малых числах Рейнольдса в конечной области

nΩ . Условие малости числа Рейнольдса имеет вид

2 2 4 2 2
0 3 1 2 1 0

1 Lmin ,
2 c 4c c (1 c c )(L L )


< 

ν  + + +

2 2 4
2 1 0 0 3 14(1 c c )(L L) c 2c c

α 

+ + + 

.

Структура решения задач (36) – (38) и (39) – (41)
также дается формулой (13). Неопределенные компо-
ненты аппроксимируются функциями, построенными

на основании полной системы частных решений урав-
нения 2E u 0=  [4, 23].

Вычислительный эксперимент показал, что в задачах
обтекания сферы и эллипсоида вращения последова-
тельные приближения сходятся при Re 10< . При реа-
лизации метода последовательных приближений в

качестве (0)
nu  выбирались решения линейных задач,

полученные в [23].
Выводы
Впервые предложен и обоснован численный метод
расчета стационарного обтекания тел вращения и ци-
линдрических тел вязкой несжимаемой жидкостью,
основанный на совместном применении методов пос-
ледовательных приближений, R-функций и Галёрки-
на. Он отличается от известных методов универсаль-
ностью (алгоритм не изменяется при изменении гео-
метрии области) и тем, что структура решения точно
учитывает все краевые условия задачи, в том числе и
условие на бесконечности. Разработанный метод по-
зволяет проводить математическое моделирование
разных технологических и физико-механических про-
цессов. Следует также отметить, что благодаря ис-
пользованию структуры (13) получаемые приближен-
ные решения nu  определены и вне nΩ , причем на
бесконечности выходят на асимптотику, которая вхо-
дит в постановку задачи.
Сказанное выше определяет научную новизну и прак-
тическую значимость полученных результатов.
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