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ПСЕВДОНОРМАЛИЗОВАННЫЕ
КВАЗИ-PHI-ФУНКЦИИ ДЛЯ
МНОГОГРАННИКОВ

ПАНКРАТОВ А.В., РОМАНОВА Т.Е.,
СТОЯН Ю.Е.

Предлагаются конструктивные средства математическо-
го моделирования для задач оптимальной упаковки в
общем случае невыпуклых многогранников. В целях ана-
литического описания ограничений на минимально и
максимально допустимые расстояния между многогран-
никами, допускающими непрерывные повороты и транс-
ляции, строятся псевдонормализованные квази-phi-фун-
кции.
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Введение
Задачи упаковки и раскроя (Cutting and Packing)
относятся к классу NP-сложных и являются предме-
том исследования вычислительной геометрии, а мето-
ды их решения – новым направлением теории иссле-
дования операций. В данной работе рассматривается
класс задач оптимальной упаковки многогранников,
который имеет широкий спектр научных и практичес-
ких применений, в частности, в машиностроении,
материаловедении, химической промышленности и
других. Многие публикации посвящены данной тема-
тике, в которых, как правило, предлагаются эвристи-
ческие подходы. Так, в статье Egeblad et al [1] излага-
ется эффективный способ решения задачи упаковки
многогранников внутри многогранного контейнера.
Основная идея метода заключается в точной одномер-
ной трансляции заданного многогранника в положе-
ние, которое минимизирует его объем пересечения со
всеми другими многогранниками. Авторы статьи Liu
et al [2] предлагают новый эвристический алгоритм
HAPE3D, основанный на принципе минимальной об-
щей потенциальной энергии для задачи 3D упаковки
невыпуклых многогранников в прямоугольном па-
раллелепипеде фиксированной ширины и длины, но
переменной высоты.
Одной из важных проблем, которые возникают при
математическом моделировании данного класса за-
дач, является  аналитическое описание ограничений
на заданные минимально и максимально допустимые
расстояния между произвольными многогранника-
ми, допускающими непрерывные повороты и транс-

ляции. Как известно, наиболее мощным средством
математического моделирования в классе задач упа-
ковки и раскроя является метод phi-функций [7]. В
работах в [3, 4] приводятся phi-функции для некото-
рых видов 3D-объектов, допускающих непрерывные
вращения, таких как прямоугольные параллелепипе-
ды и выпуклые многогранники. Однако на данный
момент построить phi-функции для произвольных мно-
гогранников не удалось. Кроме того, открытым оста-
ется вопрос моделирования ограничений на мини-
мально и максимально допустимые расстояния меж-
ду парой произвольных многогранников.
В данном исследовании в целях аналитического опи-
сания обозначенных выше ограничений используется
класс квази-phi-функций [5].
Постановка задачи

Пусть имеются два невыпуклых многогранника qQ  и

gQ  (рис. 1).

Рис. 1. Невыпуклые многогранники qQ  и gQ

Положение и ориентация каждого многогранника qQ
и gQ  определяется вектором его переменных пара-
метров размещения q q qu (v , )= θ  и g g gu (v , )= θ
соответственно. Здесь v = (x, y, z)  – вектор трансля-
ции, 1 2 3( , , )θ = θ θ θ  – вектор угловых параметров, где

1 2 3, ,θ θ θ  – углы поворота от оси OX до оси OY, от OY
до OZ и от OX до OZ соответственно, относительно
неподвижной системы координат.
Многогранник Q, транслированный на вектор v  и

повернутый на углы 1 2 3, ,θ θ θ , обозначим как
3 0 0 0Q(u) {p R : p v M( ) p , p Q }= ∈ = + θ ⋅ ∀ ∈ , где 0Q

обозначает нетранслированный и не повернутый мно-

гогранник Q , 3 2 1
3 2 1M( ) M ( ) M ( ) M ( )θ = θ ⋅ θ ⋅ θ  – мат-

рица поворота, где
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Полагаем, что невыпуклые многогранники qQ  и gQ
представлены в виде

qn

q q i q
i 1

Q (u ) K (u )
=

= , 
gn

g g j g
j 1

Q (u ) K (u )
=

=  ,

где i qK (u )  и j gK (u )  – выпуклые многогранники,
заданные вершинами i

kv ,  ik 1, ..., m= , и j
kv ,

jk 1, ..., m= , в собственных системах координат не-
выпуклых многогранников qQ  и gQ , соответственно
(рис. 2).

Рис. 2. Пример декомпозиции невыпуклых многогран-

ников qQ  и gQ : а – q q1 q2Q K K=  ;
б – g g1 g2Q K K= 

Замечание. Задача декомпозиции невыпуклых мно-
гогранников на минимальное количество выпуклых
многогранников сама по себе является NP-сложной,
для решения которой могут быть использованы раз-
личные алгоритмы, например, алгоритм, предложен-
ный в [6]. В пределах данного исследования полага-
ем, что декомпозиция невыпуклых многогранников
на выпуклые многогранники – задана.
Как известно [5], квази-phi-функция для выпуклых
многоугольников i qK (u )  и j gK (u )  имеет вид

ij q g P i q P j g P(u , u , u ) min{ (u , u ), (u , u )}′Φ = Φ Φ , (1)

где 
i

i
i q P P k

1 k m
(u , u ) min (p )

≤ ≤
Φ = ψ  – phi-функция для

i qK (u )  и полупространства PP(u ) ,

j

j
j g P P k1 k m
(u , u ) min ( (p ))

≤ ≤
Φ = −ψ  – phi-функция для

j gK (u )  и полупространства * 3
P PP (u ) R \ int P(u )= ,

3
P P PP(u ) {(x, y, z) R : x y z 0},= ∈ ψ = α ⋅ + β⋅ + γ ⋅ + µ ≤

P x P y P Pu ( , , )= θ θ µ , xPθ  и yPθ  – соответствующие

переменные углы поворота полупространства PP(u )
от оси OY до OZ и от оси OX до OZ в фиксированной
системе координат, yPsin ,α = θ

xP yPsin cos ,β = − θ ⋅ θ xP yPcos cosγ = θ ⋅ θ  (рис. 3).

Отметим, что 2 2 2 1α + β + γ = .

Рис. 3. Многогранники q
iK , g

jK  и разделяющая их

плоскость

Утверждение 1. Функция вида

qg q g(u , u , u )′ ′Φ =

= ij q g ijmin{ (u , u , u ),′ ′Φ  q gi 1, ..., n , j 1, ..., n }= =   (2)

является квази-phi-функцией для невыпуклых много-
гранников qQ  и gQ , где ij q g ij(u , u , u )′ ′Φ   – рhi-

функция для выпуклых многогранников i qK (u )  и

j gK (u )  вида (1), ij Pu u′ = (см. рис. 1).

Доказательство. Как следует из определения квази-
phi-функции [5], функция qg q g(u , u , u )′ ′Φ  является
квази-phi-функцией для объектов qQ  и gQ , если
функция qg q g

u
max (u , u , u )

′
′ ′Φ  является phi-функцией

для qQ  и gQ . Покажем это.

Поскольку в каждой из функций ij q g ij(u , u , u )′ ′Φ  до-
полнительные переменные iju′  являются независимы-
ми для каждой пары (i, j),  q gi 1, ..., n , j 1, ..., n= = ,
следовательно,

ij q g ij q g
u

max{min{ (u , u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }}
′

′ ′Φ = = =

ij
ij q g ij q g

u
min{max (u , u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }

′
′ ′= Φ = = =

ij q g q gmin{ (u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n },= Φ = =

где ij q g(u , u )Φ  – рhi-функция для выпуклых много-

гранников i qK (u )  и j gK (u ) , а

а б
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 ij q g q g qg q gmin{ (u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n } (u , u )Φ = = = Φ

– рhi-функция для невыпуклых многогранников qQ  и

gQ . Отсюда следует, что

qg q g
u

max (u , u , u )
′

′ ′Φ qg q g(u , u ).= Φ

Таким образом, функция qg q g(u , u , u )′ ′Φ  является
квази-phi-функцией для невыпуклых многогранни-
ков qQ  и gQ , а следовательно, выполняются следу-
ющие свойства:

1) qg q g
u

max (u , u , u ) 0,
′

′ ′Φ <

если q q g gint Q (u ) int Q (u ) ≠ ∅ ,

2) qg q g
u

max (u , u , u ) 0,
′

′ ′Φ =

если q q g gint Q (u ) int Q (u ) = ∅

и q q g gfrQ (u ) frQ (u ) ≠ ∅ ,

3) qg q g
u

max (u , u , u ) 0,
′

′ ′Φ >

если q q g gQ (u ) Q (u ) = ∅ .

Используя свойства квази-phi-функций [5], условие
непересечения многогранников qQ  и gQ

( q q g gint Q (u ) int Q (u ) = ∅ ) можно описать в виде

неравенства qg q g(u , u , u ) 0′ ′Φ ≥ , где qg q g(u , u , u )′ ′Φ

определяется формулой (2).

В случае, если между многогранниками qQ  и gQ

задано минимально допустимое расстояние qg 0−ρ > ,

то ограничение dist( qQ , gQ ) qg
−≥ ρ  может быть описа-

но с помощью псевдонормализованной квази-phi-

функции qg q g(u , u , u )−′ ′Φ


, где

q g
q g

a Q ,b Q
dist(Q , Q ) min (a, b)

∈ ∈
= ρ , (a, b)ρ  – евклидово

расстояние между точками a, b .

Пусть ij q g ij(u , u , u )−′ ′Φ


 – псевдонормализованная
квази-phi-функция для выпуклых многогранников

i qK (u )  и j gK (u )  вида [5]

ij q g ij ij q g P(u , u , u ) (u , u , u )−′ ′ ′Φ = Φ


qg0.5 −− ρ ,

где функция ij q g P(u , u , u )′Φ  описывается формулой

(1), а ij Pu u′ = .

Пусть ij q gu (u , i 1, .., n , j 1, .., n )′ ′= = = .

Утверждение 2. Функция

qg q g ij q g ij(u , u , u ) min{ (u , u , u ),− −′ ′ ′ ′Φ = Φ
 

q gi 1, ..., n , j 1, ..., n }= =                  (3)

является псевдонормализованной квази-phi-функци-
ей для невыпуклых многогранников qQ  и gQ .

Доказательство. Как следует из определения псев-
донормализованной квази-phi-функции [5], функция

qg q g(u , u , u )−′ ′Φ


 является псевдонормализованной

квази-phi-функцией для объектов qQ  и gQ , если

функция qg q g
u

max (u , u , u )−
′

′ ′Φ


 является псевдонор-

мализованной phi-функцией для qQ  и gQ  [7]. Пока-
жем это.

Поскольку в каждой из функций ij q g ij(u , u , u )−′ ′Φ


дополнительные переменные iju′  являются независи-

мыми для каждой пары (i, j),  qi 1, ..., n ,=  gj 1, ..., n= ,
следовательно,

ij q g ij q g
u

max{min{ (u , u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }}−
′

′ ′Φ = = =


ij
ij q g ij q g

u
min{max (u , u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }−

′
′ ′= Φ = = =



ij q g q gmin{ (u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n },−= Φ = =


где ij q g(u , u )−Φ


 – псевдонормализованная рhi-фун-

кция для выпуклых многогранников i qK (u )  [7] и

j gK (u ) , а ij q g q gmin{ (u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }−Φ = =


– псевдонормализованная рhi-функция для невыпук-
лых многогранников qQ  и gQ . Отсюда следует, что

qg q g
u

max (u , u , u )−
′

′ ′Φ =


= ij q g q gmin{ (u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }−Φ = = =


= qg q g(u , u ).−Φ


Таким образом, функция qg q g(u , u , u )−′ ′Φ


 является
псевдонормализованной квази-phi-функцией для не-
выпуклых многогранников qQ  и gQ , а следователь-
но, выполняются следующие свойства:

1) qg q g
u

max (u , u , u ) 0−
′

′ ′Φ >


, если dist( qQ , gQ ) qg
−> ρ ,

2) qg q g
u

max (u , u , u ) 0−
′

′ ′Φ =


, если dist( qQ , gQ ) qg
−= ρ ,

3) qg q g
u

max (u , u , u ) 0−
′

′ ′Φ <


, если dist( qQ , gQ ) qg
−< ρ .
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В случае, если между многогранниками qQ  и gQ

задано максимально допустимое расстояние qg 0+ρ > ,

то ограничение dist( qQ , gQ ) qg
+≥ ρ  можно описать с

помощью псевдонормализованной квази-phi-функ-

ции qg q g(u , u , u )+′ ′Φ


.

Прежде всего, определим функцию вида

ij q g ij i j(u , u , u (p , p ))+′ ′Φ = =


= 2 2
qg i j i i j jmin{( ) dist (p , p ), f (p ), f (p )}+ρ − ,   (4)

где

j i j i j i
2 2 2 2

i j p p p p p pdist (p , p ) (x x ) (y y ) (z z )= − + − + −

i i il i if (p ) min{ (p ), l 1, ..., t }′= χ = ,

j j jl j jf (p ) min{ (p ), l 1, ..., t }′= χ = ,

i i ii p p pp (x , y , z )= 3R∈ , 
j j jj p p pp (x , y , z )= 3R∈ ,

при этом i if (p ) 0≥  ( j jf (p ) 0≥ ), если q
i ip K∈

( g
j jp K∈ ) и i if (p ) 0<  ( j jf (p ) 0< ) в противном слу-

чае, il 0′χ =  ( jl 0′χ = ) – уравнения плоскостей, содер-

жащих соответствующие грани il 1, 2, ..., t=

( jl 1, 2, ..., t= ) выпуклых многогранников i qK (u )  и

j gK (u ) .

Утверждение 3. Функция ij q g ij(u , u , u )+′ ′Φ


 вида (4)
является псевдонормализованной квази-phi-функци-
ей для выпуклых многогранников i qK (u )  и j gK (u ) .
Доказательство.
Поскольку выполняются свойства

1) ij q g
u

max (u , u , u ) 0+
′

′ ′Φ >


, если dist( q
iK , g

jK ) qg
+< ρ ,

2) qg q g
u

max (u , u , u ) 0+
′

′ ′Φ =


,

если dist( q
iK , g

jK ) qg
+= ρ ,

3) qg q g
u

max (u , u , u ) 0+
′

′ ′Φ <


, если

dist( q
iK , g

jK ) qg
+> ρ , то можно утверждать, что функ-

ция ij q g(u , u )+Φ


 является псевдонормализованной

рhi-функцией для выпуклых многогранников i qK (u )

и j gK (u ) , а следовательно, функция ij q g ij(u , u , u )+′ ′Φ


вида (4) является псевдонормализованной квази-phi-

функцией для выпуклых многогранников i qK (u )  и

j gK (u ) .

Утверждение 4. Функция

qg q g ij q g ij(u , u , u ) max{ (u , u , u ),+ +′ ′ ′ ′Φ = Φ
 

q gi 1, ..., n , j 1, ..., n }= =                   (5)

является псевдонормализованной квази-phi-функци-
ей для невыпуклых многогранников qQ  и gQ .

Доказательство. Как следует из определения псев-
донормализованной квази-phi-функции [5], функция

qg q g(u , u , u )+′ ′Φ


 является псевдонормализованной

квази-phi-функцией для объектов qQ  и gQ , если

функция qg q g
u

max (u , u , u )+
′

′ ′Φ


 является псевдонор-

мализованной phi-функцией для объектов qQ  и gQ
[7]. Покажем это.

Поскольку в каждой из функций вида qg q g(u , u , u )+′ ′Φ


дополнительные переменные iju′  являются независи-

мыми для каждой пары (i, j),  qi 1, ..., n ,=  gj 1, ..., n= ,
следовательно

 ij q g ij q g
u

max{max{ (u , u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }}+
′

′ ′Φ = = =


ij
ij q g ij q g

u
max{max (u , u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }+

′
′ ′= Φ = = =



ij q g q gmax{ (u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n },+= Φ = =


где ij q g(u , u )+Φ


 – псевдонормализованная рhi-фун-

кция для выпуклых многогранников i qK (u )  и

j gK (u ) , ij q g q gmax{ (u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }+Φ = =


 –
псевдонормализованная рhi-функция для невыпук-
лых многогранников qQ  и gQ . Отсюда следует, что

qg q g
u

max (u , u , u )+
′

′ ′Φ =


= ij q g q gmax{ (u , u ), i 1, ..., n , j 1, ..., n }+Φ = = =


= qg q g(u , u ).+Φ


Таким образом, функция qg q g(u , u , u )+′ ′Φ


 является
псевдонормализованной phi-функцией для невыпук-
лых многогранников qQ  и gQ , а следовательно,
выполняются  свойства:

1) qg q g
u

max (u , u , u ) 0+
′

′ ′Φ >


, если dist( qQ , gQ ) qg
+< ρ ,

2) qg q g
u

max (u , u , u ) 0+
′

′ ′Φ =


, если dist( qQ , gQ ) qg
+= ρ ,



26 РИ, 2015, № 3

3) qg q g
u

max (u , u , u ) 0+
′

′ ′Φ <


, если dist( qQ , gQ ) qg
+> ρ .

Таким образом, используя свойства псевдонормали-
зованных квази-phi-функций [5], ограничение на ми-
нимально допустимое расстояние между невыпуклы-

ми многогранниками qQ  и gQ , dist( qQ , gQ ) qg
−≥ ρ ,

можно описать в виде неравенства

qg q g(u , u , u ) 0−′ ′Φ ≥


, а ограничение на максимально

допустимое расстояние, dist( qQ , gQ ) qg
+≤ ρ , можно

описать в виде неравенства qg q g(u , u , u ) 0+′ ′Φ ≥


, где

функция qg q g(u , u , u )−′ ′Φ


 определяется формулой (3),

а функция qg q g(u , u , u )+′ ′Φ


 имеет вид (5).

Выводы
Используя предложенные в статье свободные от ради-
калов псевдонормализованные квази-phi-функции,
можно описать область допустимых решений в задаче
оптимальной упаковки произвольных многогранни-
ков, допускающих непрерывные вращения, с учетом
максимально и минимально допустимых расстояний
в виде объединения подобластей, каждая из которых
описывается системой неравенств с гладкими функ-
циями.
Следует отметить, что в случае отсутствия ограниче-
ний на максимально допустимые расстояния между
невыпуклыми многогранниками область допустимых
решений описывается одной системой неравенств с
гладкими функциями.
Таким образом, математическая модель обозначен-
ной выше задачи может быть представлена в виде
задачи нелинейного программирования и реализова-
на с помощью современных локальных и глобальных
NLP-solvers, таких как (IPOPT, Baron, LindoGlobal,
GloMIQO).
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