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МЕТОД ШТРАФНЫХ ФУНКЦИЙ ДЛЯ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ НА
ПОЛИЭДРАЛЬНО- СФЕРИЧЕСКИХ
КОМБИНАТОРНЫХ МНОЖЕСТВАХ

ПИЧУГИНА О.С., ЯКОВЛЕВ В.С.

Предлагается новый подход к решению задач оптимиза-
ции на вписанных в сферу евклидовых комбинаторных
множествах, основанный на применении функциональ-
ных представлений дискретных множеств и выпуклых

продолжений с них в n�  в методе штрафных функций.
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Введение
Задачи дискретной оптимизации традиционно счита-
ются сложными [1-4], поэтому точные методы имеют,
как правило, теоретический интерес, в то время как
многочисленные практические задачи, сводящиеся к
дискретным, зачастую разрешимы лишь эвристичес-
ки [5]. Задачи комбинаторной оптимизации как под-
класс дискретных являются более перспективными,
поскольку позволяют разрабатывать методы, учиты-
вающие алгебро-топологическую структуру этих мно-
жеств и функций на них [6-8]. Особый интерес пред-
ставляют подходы, основанные на применении к ком-
бинаторным задачам методов непрерывной, в том
числе выпуклой, оптимизации [2-3,9-16]. В них, в
свою очередь, выделяются релаксационные методы,
основанные на непрерывных переформулировках ком-
бинаторных задач. Последние, как правило, предус-
матривают существенное увеличение размерности за-
дачи. Известны также случаи, когда исходные комби-
наторные задачи сводятся к оптимизации выпуклых
функций, что дает возможность создания как эффек-
тивных приближенных алгоритмов, так и точных ме-
тодов типа ветвей и границ, использующих для оценок
выпуклые релаксации.

В данной статье рассматривается именно такой класс
задач оптимизации на вписанных в сферу евклидовых
комбинаторных множествах (далее полиэдрально-
сферических множествах), позволяющих непрерыв-
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ные постановки с выпуклыми целевыми функциями в
пространстве исходной размерности.

Цель исследования – разработка непрерывного под-
хода к решению задач оптимизации на полиэдрально-
сферических множествах, основанного на использо-
вании их аналитических непрерывных представлений
и продолжений целевых функций с них в надмноже-

ства n� , включая выпуклые продолжения [17-19].

Основные задания:

1. Ввести понятия и дать классификацию функцио-
нальных представлений евклидовых комбинаторных
множеств и продолжений функций с них.

2. Для безусловных задач комбинаторной оптимиза-
ции на полиэдрально-сферических ЕКМ представить
эквивалентные непрерывные формулировки в терми-
нах строгих функциональных представлений допус-
тимой области.

3. Обосновать возможность построения выпуклых,
дифференцируемых и строгих продолжений целевой
функции с полиэдрально-сферических множеств в их
выпуклые надмножества и целесообразности их ис-
пользования в оптимизационном методе.

4. Провести сравнительный анализ различных спосо-
бов выпуклых продолжений штрафных функций.

5. Описать и обосновать метод решения задач опти-
мизации на полиэдрально-сферических множествах с
использованием метода штрафных функций.

Оптимизационные задачи на полиэдрально-сферичес-
ких комбинаторных множествах охватывает широкий
класс задач евклидовой комбинаторной оптимизации
[6,7], как безусловных и условных, к ним сводящих-
ся. Это задачи оптимизации на общем множестве
перестановок [4,6,7,20], множестве nΒ  n-мерных
булевых векторов [10,13-16], отдельных классах раз-
мещений и сочетаний [7], а также на их подмноже-
ствах, декартовых произведениях и некоторых других
композиционных образах [21]. Примером являются
множество полиперестановок [7,21], такие подмно-
жества nΒ  как [22]:

n

n i
i 1

(k) x : x k
=

  Β = = 
  

∑  и 
n

n i
i 1

(0, k) x : x k
=

  Β = ≤ 
  

∑ .

Итак, рассматриваемый класс задач охватывает бе-
зусловные булевые задачи, известные разнообразием
применений и множеством методов решения [3,14-
16,22-25,27]. Перечислим некоторые задачи на под-
множествах nΒ . На n (k)Β  формулируются: задача
бисекции графа [0] (the graph bisection problem);
задача о наиболее плотном k -подграфе (the densest k-
subgraph problem) [23], обобщающая задачу о k -
кластерах (k-cluster problem) [220] и целый ряд клас-
сических задач теории графов, таких как задача о
максимальной клике [1]. Еще одним широко исполь-
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зующимся подмножеством nΒ  является множество
перестановочных матриц [24], оптимизационные за-
дачи на котором включают линейную и квадратичную
задачи о назначениях [25] и множество других задач.
Задачи на перестановочных матрицах зачастую по-
зволяют упрощенную формулировку на перестано-
вочном множестве nE  [4,6], которое также относится
к классу полиэдрально-сферических.

1. Постановка задачи и необходимые
определения
Рассмотрим безусловную задачу на полиэдрально-
сферическом множестве:

* *
E E

z min  f(x), x arg min  f(x)= = ,           (1)

( )rE P S a= ∩ ,                        (2)

где

{ }nP=conv E= x :  Ax b∈ ≤� – многогранник,  (3)

( ) ( ){ }2n 2
rS a x : x a r= ∈ − =�  – сфера.      (4)

Условия (2), (3) означают, что E  – вершинно распо-
ложено:

 E vert P=                            (5)

и конечно. Будем также считать, что E  – не вырож-
денное в точку множество, т.е.

1<N= E < ∞ .                           (6)

Напомним, что евклидовым комбинаторным множе-
ством (ЕКМ) [8] называется произвольный числовой
набор объектов комбинаторной природы, элементы
которого отличаются составом либо порядком следо-
вания элементов. Иначе говоря, ЕКМ – это комбина-
торное множество, позволяющее погружение в n� ,
при этом полученный образ также является ЕКМ [7].

Итак, поставленная задача (1)-(2) – безусловная зада-
ча на конечном полиэдрально-сферическом евклидо-
вом комбинаторном множестве.

Функциональным назовем представление множества
E  при помощи функциональных зависимостей вида:

j m 'f (x) 0,  j J ,= ∈                       (7)

j m m 'f (x) 0,  j J \ J≤ ∈ ,                   (8)

где { }mJ 1,..., m= .

В обозначениях m m ' m"= +  представление (7)-(8)
назовем:

– строгим представлением E  в случае m m '= ,

иначе – нестрогим;

– непрерывным представлением E , если

j mf (x),  j J∈  – непрерывные; (9)

– выпуклым представлением E , когда

j mf (x),  j J∈  – выпуклые

на некотором выпуклом множестве, содержащем E .

Так, система (3), (4) задает непрерывное, нестрогое,
выпуклое функциональное представление E , называ-
емое, в силу (2), полиэдрально-сферическим.

Предположим, что для E  известно также строгое
представление, т.е. система (7), (8) приобретает вид:

j mf (x) 0,  j J= ∈ .                      (10)

Продолжением функции f (x)  c E  в E ' E⊇  называет-

ся функция F(x) , определенная на E '  и совпадающая

с f (x)  на E :

( ) ( )
E

F x f x= .                         (11)

В зависимости от типа функции ( )F x  такие продолже-
ния могут быть непрерывными, выпуклыми, диффе-
ренцируемыми и т.п.

Продолжение функции f (x)  c E  в E ' E⊇ называется
строгим, если

( ) ( )F x f x x E= ⇔ ∈ .                 (12)

Продолжение функции f (x)  с в n�  называется ее
продолжением с E  или просто продолжением f (x) .

2. Анализ литературных данных
Основные направления современной комбинаторной
оптимизации условно делятся на:

– комбинаторные методы, такие как методы ветвей и
границ, отсечений, ветвей и отсечений, эвристики [1-
3,5,16];

– непрерывные методы, среди которых выделяются
[2,3,26]:

релаксационные подходы, в том числе основанные на
полу-определенных релаксациях [22];

подходы, использующие эквивалентные непрерыв-
ные переформулировки исходной дискретной задачи
[26].

Все эти методы используют в большей или меньшей
степени свойства конкретного комбинаторного мно-
жества и функций, например, вогнутых и выпуклых,
на нем.

Остановимся далее на непрерывных подходах, для
применения которых комбинаторное множество дол-
жно быть представимо в непрерывных переменных.
Как правило, при этой трансформации размерность
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пространства увеличивается [3,16,22,26]. Наличие же
функционального представления (7)-(8) допустимого
множества означает возможность непрерывной по-
становки комбинаторной задачи в исходном про-
странстве и открывает перспективы создания новых
методов ее решения.

Так, в булевой оптимизации широко применяется
следующий вид булевых множеств { }n

nB 0,1=  [10,
14-15,26] { }n'

n,  B 1,1= −  [10,22,27]:

{ }n 2
n i i i nB x : f (x) x x 0,  i J= ∈ = − = ∈� ,     (13)

{ }' n 2
n j j nB x :  f (x) x 1 0,  j J= ∈ = − = ∈� .     (14)

В нашей терминологии (13),(14) – строгие функцио-
нальные представления (10) булевых множеств, где

m n= . Поэтому множества '
n nB , B  в виде представ-

лений (13),(14) выбраны для иллюстрации излагаемо-
го материала и примеров.

Отличительной особенностью вершинно расположен-
ных множеств вообще и полиэдрально-сферических
в частности является возможность формирования вы-
пуклых, вогнутых и дифференцируемых продолже-
ний с них [17], что находит применение как в непре-
рывных, так и в комбинаторных методах.

Например, для безусловной булевой задачи
2 n

Bn
f(x) min , f(x) C ( ),→ ∈ �                 (15)

применимы следующие непрерывные методы, ис-
пользующие непрерывные функциональные представ-
ления множества nB  и продолжений с него:

– вогнутое программирование, при котором функци-
ональное представление (13) аккумулируется в одно
ограничение, в результате чего (15) сводится к мини-
мизации вогнутого продолжения f (x)  на единичном
гиперкубе [26];

– методы штрафных функций, в которых использует-
ся представление (13) и, с его помощью, задача (15)
сводится к серии выпуклых задач оптимизации квад-
ратичной штрафной функции, являющейся выпуклым
продолжением сглаживания f(x)  [14-15].

– полиэдрально-сферический метод [11], основанный
на использовании представлений (2),(13) и сводящий
(15) к серии задач минимизации выпуклого продол-
жения f (x) на единичных гиперкубах и сферах раз-
личной размерности.

3. Мотивация к методу. Примеры
Рассматриваемые полиэдрально-сферические ЕКМ
обладают важными особенностями, положенными в
основу предлагаемого метода решения (1), (2) (см.
п.3.4). А именно, это существование строгих функци-
ональных представлений, а также возможность пост-
роения как выпуклых, так и строгих их продолжений.
Кратко обоснуем это.

Существование строгих представлений множеств типа
(2) показано на примере '

n nB , B (см. (13)-(14)).  Для
произвольного такого множества также может быть
найдено представление ( )rE S S a= ∩ , где S  – сгла-
живающая поверхность многогранника (3) выпуклая
поверхность, вписанная в ( )rS a :  E S⊂ . В рамках
данной статьи задача построения строгих представле-
ний не ставится. Предполагается, что она уже решена
и (10) известно.

Существование выпуклых продолжений f (x)  с E  в
произвольное выпуклое его надмножество основано
на следующих фактах: вписанность конечного мно-
жества E  в сферу означает выполнение условия (5),
а, как известно [17], для произвольной функции,
определенной на таком множестве, существует вы-
пуклое дифференцируемое продолжение с E .

Поэтому далее полагаем, что f (x)  – выпукла:
1 nf (x) C ( )∈ � ,                        (16)

иначе переходим к рассмотрению ее выпуклого диф-
ференцируемого продолжения [17].

Замечание 1. Если целевая функция (1):

( )2 nf (x) C∈ � ,                      (17)

то, согласно [19], существует ее продолжение вида:

2 2F(x) f (x) M((x a) r )= + − − ,             (18)

( )2 nF(x) C∈ �                       (19)

c E  в произвольный компакт E ' E⊃ .

Будем полагать далее, что (17), выполнено.

Если к тому же выполнено

( )2

n
i j

f x
,  i, j J

x x
∂

< ∞ ∈
∂ ⋅∂ ,                 (20)

то существует продолжение вида (18)-(19) функции

f (x)  c E  в n� .

Покажем, что существуют также строгие продолже-
ния f (x) с множества E . Построим их при помощи
строгого представления (10) этого множества, кото-
рое, по предположению, известно.

Выберем произвольный вектор ( )i i Jm
0 ∈λ = λ >  и

построим функцию вида:

( )
m

2
i i

i 1
F '(x, ) f (x) f x

=
λ = + λ∑ .            (21)

Нетрудно видеть, что (21) – продолжение f (x) . К тому
же, в соответствии с определением строгого пред-

ставления: ( ){ }i i Jm
x E f x 0

∈
∈ ⇔ = . А это означает:
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( ) ( )
m m

2 2
i i i i

i 1 i 1
x E f x 0 F'(x, ) f (x) f x

= =
∈ ⇔ λ = ⇔ λ = + λ∑ ∑ .

Следовательно, для F '(x, )λ выполнено (12), таким

образом,  (21) –  строгое продолжение f (x) c E .

Не ограничивая общности, можно считать, что со-
ставляющие строгого представления (10) – диффе-
ренцируемые:

( )n
j mf (x) C ,  j J∈ ∈� ,                (22)

иначе переходим к рассмотрению их дифференциру-
емых продолжений с E .

В совокупности допущения (16),(22) обосновывают
существование дифференцируемых (а в случае (17) и
дважды непрерывно-дифференцируемых) строгих
продолжений f (x) .

Итак, показано, что для произвольного полиэдрально-
сферического конечного множества существуют стро-
гие функциональные представления. К тому же для
любой целевой функции (1), заданной на E , суще-
ствуют строгие, выпуклые, дифференцируемые (а при
выполнении (17) – дважды непрерывно-дифференци-
руемые) продолжения c E . А это, в свою очередь,
обосновывает возможность применения к ним непре-
рывной, а в отдельных случаях и выпуклой, оптими-
зации в исходном пространстве.

3.1. Непрерывные формулировки исходной
задачи
Приведем некоторые непрерывные постановки задачи
(1),(2),(10):

1) Первая непрерывная формулировка этой задачи
состоит в использовании полиэдрально-сферическо-
го представления (2)-(4) и замены условия дискрет-
ности x E∈  условиями принадлежности континуаль-
ным множествам (3) ( x P∈ ) и (4) ( rx S (a)∈ ).

2) Еще одна непрерывная постановка в виде услов-
ной нелинейной задачи состоит в применении строго-
го представления E  и замене в (1) условия x E∈  на
(10) (нелинейность системы объясняется тем, что
линейная система задавала бы выпуклое множество,
что противоречит дискретности и невырожденности
(6)).

3) Наконец, условия (10) могут быть интегрированы
в функцию Лагранжа, в результате чего исходная
задача эквивалентно формулируется как безусловная
задача ее минимизации:

( ) ( ) ( )
m

i i
i 1

x, f x f x min
=

φ λ = + λ →∑ .       (23)

При этом новая целевая функция по-прежнему непре-
рывно-дифференцируема в силу (16),(22). Задача (23)

решается в пространстве n m+� .

4) Следующая эквивалентная непрерывная формули-
ровка задачи (1),(2) основана на использовании стро-
гого функционального представления в штрафных
функциях (10). Например, для квадратичной штраф-
ной функции она выглядит следующим образом:

( ) ( ) ( )
m

2
i

i 1
x, f x f x min

λ→∞=
ϕ λ = + λ →∑ ,          (24)

где 0λ >  – штрафной множитель.

Эквивалентность задач (1),(2) и (24) основана на
следующих свойствах:

1. ( ) ( )nx R , 0 x, f x∀ ∈ λ > ϕ λ ≥ ;

2. ( ) ( )0 x, f x x E∀λ > ϕ λ = ⇔ ∈ , т.е. (24) – строгое

продолжение функции f (x) . Оно является частным

случаем (21) при e,  R+λ = λ λ ∈ ;

3. ( )arg min x, E
λ→∞

ϕ λ ∈ .                   (25)

В совокупности с предположениями (17) и (22) полу-

чаем, что ( ) ( )2 nx, Cϕ λ ∈ � , т.е. (1),(2),(17),(22) эк-

вивалентна задаче оптимизации (24) дважды непре-
рывно-дифференцируемой ( )x,ϕ λ .

Функции (23), (24) могут комбинироваться следую-
щим образом

( ) ( ) ( ) ( )
m m

2
i i i

i 1 i 1
x, , f x f x f x min .

λ→∞= =
χ λ λ = + λ + λ →∑ ∑ (26)

Задача (26) может быть решена модифицированным
методом множителей Лагранжа [13], который в сред-
нем дает быстрее численное решение исходной задачи
по сравнению с методом штрафных функций и одно-
временно позволяет оценить вектор множителей Лаг-
ранжа (28) ( )i i Jm∈λ = λ .

Заметим также, что (23)-(26) – задачи оптимизации
продолжений f (x)  с E , при этом для функций (17)
продолжения (23), (26) – непрерывно-дифференциру-
емые, а (24) – дважды непрерывно-дифференцируе-
мое.

Для иллюстрации здесь и далее выбран класс безус-
ловных булевых задач (the Unconstrained Boolean
Problem, UBP):

'Bn
f(x) min ,→                          (27)

с булевым множеством '
nE B= , строгое представле-

ние (10) которого имеет вид (14).

Пример 1. Эквивалентные по отношению к (27) зада-
чи (23), (24) имеют, соответственно, вид:
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( ) ( ) ( )
n

2
i i

i 1
x, f x x 1 min

=
φ λ = + λ − →∑ ,         (28)

( ) ( ) ( )
n 22

i
i 1

x, f x x 1 min
λ→∞=

ϕ λ = + λ − →∑ .        (29)

Введем обозначение для штрафного слагаемого

( ) ( )
m

2
i

i 1
x f x

=
ψ = ∑ ,                    (30)

тогда (24) перепишется так:

( ) ( ) ( )x, f x x min
λ→∞

ϕ λ = + λ ⋅ ψ → .         (31)

Пример 2. Для задачи (27), учитывая (14), штрафное
слагаемое (30) приобретает вид:

( ) ( )
n 22

i
i 1

x x 1
=

ψ = −∑ .                  (32)

3.2. Мотивация к использованию выпуклых
продолжений
Были предприняты небезуспешные попытки примене-
ния метода штрафных функций для решения задач
дискретной, в частности булевой, оптимизации [14,15].
Основной проблемой, с которой сталкиваются при
этом исследователи, – это большое (порой сравнимое
с N ) число локальных минимумов (32) [14]. Теоре-
тически все точки E  становятся точками локального

минимума ( )x,ϕ λ  при больших λ , так как штрафная
часть обнуляется только на E , а значение исходной
функции (1) становится несущественным по сравне-
нию с ( )xλ ⋅ψ . Это объясняется невыпуклостью
штрафного слагаемого (30) даже для выпуклых стро-
гих представлений множеств.

Так, для '
nB  (см. (14)) ( ) 2

i if x x 1= −  – выпукла и при

этом ( ) ( )if x 0,  x 1,1< ∈ − , поэтому ( ) ( )22 2
i if x x 1= −

не является выпуклой ( ni J∈ ).

Обобщим это наблюдение в следующем утвержде-
нии.

Утверждение. Если E  – дискретное множество вида
(6) со строгим представлением (10), тогда штрафное
слагаемое (30) – невыпукло.

Доказательство от противного. Предположим, (30)
– выпуклая, т.е.

[ ] ( )( )
( ) ( ) ( )

1 2 n 1 2

1 2

x , x R  0,1 ,  x 1 x

x 1 x .

∀ ∈ ∀λ ∈ ψ λ ⋅ + − λ ⋅ ≤

≤ λ ⋅ψ + − λ ⋅ ψ
  (33)

Выберем две различные точки E :

1 2 1 2x , x E,  x x∈ ≠ ,                   (34)

что возможно в силу (6), и рассмотрим (30) на

интервале ( )1 2x , x : ( ) ( )1 2x'= x 1 x ,  0,1λ ⋅ + − λ ⋅ λ ∈ .

Исходя из (30),

– с одной стороны, ( )nx R :  x 0∀ ∈ ψ ≥ ,

– с другой стороны, поскольку выполнено (10) и, в

частности, mj J∀ ∈  1 2
j jf (x ) f (x ) 0= = , то

( ) ( )1 2x x 0ψ = ψ = .

Если наше предположение верно, в силу (33),

( ) ( ) ( ) ( )0,1 ,  0 x ' 0 1 0 0 x ' 0∀λ∈ ≤ ψ ≤ λ⋅ + −λ ⋅ = ⇒ ψ = ⇒

j mf (x ') 0,  j J x ' E⇒ = ∈ ⇒ ∈ , (35)

так как по условию (10) – строгое функциональное
представление E .

Учитывая произвольность выбора 1 2x , x E∈  и объе-

диняя (35) с (33), получаем: 1 2 1 2x , x E [x , x ] E∀ ∈ ∈ ,
что, очевидно, нарушает (6). Полученное противоре-
чие доказывает утверждение.

Однако известно (см. п.3), что для произвольной
функции, в том числе для штрафной функции (31), для
заданного λ существует выпуклое продолжение. Как
было показано, преимуществом использования, вме-
сто f (x) , продолжения с E , представляющего собой:

– штрафную функцию, является ею достижение мини-
мума в точке E  (см. (25));

– выпуклую функцию – одноэкстремальность и воз-

можность оценить снизу *z  в (1).

Исследуем возможности совместного использова-
ния штрафных функций и выпуклых продолжений
исходной целевой функции для решения поставлен-
ной задачи (1).

Обозначим через ( )F x,•  – выпуклое продолжение

f (x)  ( ( ) ( )
E

F x, f (x),  F x,• = •  – выпукла); ( )x, ,Φ λ •  –

выпуклое продолжение штрафной функции (x, )ϕ λ .

 Существование выпуклых продолжений функции f (x)

было обосновано в п. 3, а поскольку ( )x, ,Φ λ •  –
выпукла и одновременно является продолжением
f (x) , то она также существует.

Заметим, что с дискретных множеств выпуклое про-
должение определено далеко неоднозначно. Рассмот-
рим два способа построения ( )x, ,Φ λ • : а) при помощи
выпуклого продолжения (30); б) за счет выпуклого
продолжения функции (31) в целом. Сравним два эти
подхода.
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3.3. Различные способы построения выпуклых
продолжений функции ( )x,ϕ λ

Способ 1. Построение ( ) ( )x, , x,Φ λ • = Φ λ  за счет
выпуклого продолжения штрафной функции

По условию первое слагаемое в (31) – выпукло, а
второе – невыпукло по утверждению. Следовательно,
для построения ( )x,Φ λ  достаточно построить выпук-
лое продолжение ( )xΨ  функции ( )xψ :

( ) ( ) ( )x, f x xΦ λ = + λ ⋅ Ψ .             (36)

Пример 3. Для '
nE B=  построим одно из возможных

выпуклых продолжений функции (32), используя фун-
кциональное представление (14), в частности, произ-
водя для невыпуклых слагаемых замену

( )2
i nx 1 i J  = ∀ ∈ :

( ) ( ) ( )
n n n22 4 2 4

i i i i
i 1 i 1 i 1

n n n n
2 4 4
i i i'Bi 1 i 1 i 1 i 1n

x x 1 x 2 x 1 x

2 x n x 2 1 n x n.

= = =

= = = =

ψ = − = − ⋅ + = −

− ⋅ + = − ⋅ + = −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 (37)

Правая часть (37) – выпуклая, т.е. является выпуклым
продолжением функции (32):

( )
n

4
i

i 1
x x n

=
Ψ = −∑ .                  (38)

Сравним исходную и полученную функции. Функция
(32):

– достигает минимума только в точках E :

( ) ( )
n n

min x 0,  Arg min x Eψ = ψ =
� �

,

где ( ) ( ) ( ){ }n
MM

M R Arg min f x x ' M : f x ' min f x∀ ⊆ = ∈ = ;

– принимает значение n :

в пределах Р – в начале координат (при этом O  –
точка локального максимума);

вне Р – в остальных точках множества размещений с

повторениями [7,10] 2
3E ' E (G)= , { }n

G 2,0, 2= − :

( ) ( )
n n n22 4 2

i i i
i 1 i 1 i 1

n x x 1 x 2 x n
= = =

= ψ = − = − ⋅ +∑ ∑ ∑ ;

( ) { }
n n n n4 2 2 2

i i i i
i 1 i 1 i 1

0 x 2 x x x 2 x 0, 2
= = =

= − ⋅ = ⋅ − ⇔ ∈ ±∑ ∑ ∑ .

Функция (38):

– достигает минимума в начале координат:

( ) ( )
n n

min x n,  Arg min x OΨ = − Ψ =
� �

;

· принимает значение 0, помимо E , на целой повер-
хности четвертого порядка:

n
n 4

i
i 1

S x R : x n
=

  = ∈ = 
  

∑                  (39)

( ( )
n

4
i

i 1
0 x x n x S E

=
= Ψ = − ⇔ ∈ ⊃∑ ).

Замечание 2. Итак, функция (39) – выпукла, хотя и
достигает своего минимума вне E . С ее помощью
выпуклое продолжение (36) штрафной функции (31)
приобретает вид:

( ) ( ) ( ) ( )
n

4
i

i 1
x, f x x f x x n

=

 
Φ λ = + λ ⋅ Ψ = + λ ⋅ −  

 
∑ . (40)

Отсюда видно, что в ( )x,Φ λ  штраф накладывается
только за выход за пределы выпуклого тела

C convS= ,                           (41)

ограниченного поверхностью (39), что является су-
щественной релаксацией по отношению к штрафу за
выход с поверхностей (10), заложенный в (30)-(31).

Тот недостаток (38), что ( ) ( )
nE

min x min xΨ ≠ Ψ
�

, а имен-

но ( ) ( )
n E

min x min xΨ < Ψ
�

, легко снимается переходом

от ( )xΨ  к выпуклому продолжению функции ( )xψ

вида:

( ) ( )( )' x max x ,0Ψ = Ψ                  (42)

и, соответственно, от (40) к

( ) ( ) ( ) ( )
n

4
i

i 1
' x, f x ' x f x max 0, x n

=

 
Φ λ = + λ ⋅Ψ = + λ ⋅ −  

 
∑ .

В терминах (41), (42) переписывается в виде:

( ) n
4
i

i=1

0,  x C,

' x
x -n,  x C.

∈


Ψ =  ∉

∑

Соответственно, мы имеем два случая: если решение
безусловной задачи:

1) внутренняя точка C , в том числе Р:

( )**

n
x arg min  f x C= ∈

�
 

n
**4

i
i 1

max 0, x n 0
=

 
⇒ − =  

 
∑ ,(43)

то задача минимизации ( )' x,Φ λ  фактически сводится

к поиску **x , т.е. к решению релаксационной по
отношению к (1)-(2) задачи на C E⊃  вместо E ;
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2) если **x  – внешняя точка C , то 
n

**4
i

i 1
x n 0

=
− >∑  и в

результате применения метода штрафных функций
для ( )' x,Φ λ  мы получим x ' S∈ , т.е. опять же решим
лишь релаксационную по отношению к (1)-(2) задачу.

Как видно, использование выпуклого продолжения
для штрафного слагаемого нецелесообразно, посколь-
ку приводит к оптимизации функции, достигающей
минимума вне E , и снимает главное требование,
заложенное в нем, – принадлежность E .

Способ 2. Построение ( )( )x, ,Φ λ µ λ  за счет выпукло-
го продолжения исходной целевой функции.

Естественным образом мы пришли к идее использо-
вания выпуклого продолжения функции (31) за счет
выпуклого продолжения функции ( )f x  при неизмен-
ном штрафном слагаемом:

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )x, x, , F x, xϕ λ → Φ λ µ λ = µ λ + λ ⋅ψ ,

( )( ) ( ) ( ) ( )F x, f x xµ λ = + µ λ ⋅ γ :            (44)

а) ( )( )F x,µ λ  – выпуклое продолжение ( )f x , обеспе-

чивающее выпуклость ( )( )x, ,Φ λ µ λ  для заданного

λ ,

в) ( )xγ  – корректирующая функция. Так, для рас-
сматриваемых нами полиэдрально-сферических мно-
жеств корректирующая функция имеет вид:

( ) ( ) ( )( )2 2x x a rγ = µ λ ⋅ − − ,             (45)

соответственно,

( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2x, , f x x a r (x)Φ λ µ λ = + µ λ ⋅ − − + λ ⋅ψ (46)

выпукла.

Перепишем (46) в виде:

( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2x, , f x, x a rΦ λ µ λ = λ + µ λ ⋅ − − ,   (47)

где              ( ) ( ) ( )
m

2
i

i 1
f x, f x f x

=
λ = + λ ⋅∑ .            (48)

Функция (49) имеет свойства, аналогичные f (x) (кро-
ме выпуклости):

– если (17) выполнено, то, в силу (22),

( ) ( )2 n: f x, C∀ λ < ∞ λ ∈ � ;             (49)

– если выполнено (20) и

( )j
n m

i

f x
,  i J ,  j J

x
∂

< ∞ ∈ ∈
∂ ,

то                    
( )2

n
i j

f x,
,  i, j J .

x x
∂ λ

< ∞ ∈
∂ ⋅∂



     (50)

Соответственно, согласно [18], при выполнении (49)

существует выпуклое продолжение ( )f x,λ  в форме
(48) на любой компакт E ' E⊃ . Если к тому же
выполнено (50), такое продолжение существует с E
в n� . Более того, существует целое семейство таких
продолжений:

( ) ( )2 *
* *

i j
i, j Jn

f x,
 M g 0 :

x x
∈

 ∂ λ ∀λ ∈ ∃ λ = ≥ ∂ ⋅∂ 
 



�

( ) ( )*  M∀ µ λ ≥ λ  функция (47) – выпукла.

В то же время, поскольку ( ) 0µ λ ≥ , то в (47)-(48)

только составляющая ( )
m

2
i

i 1
f x

=
λ ⋅∑  невыпукла, откуда

*∀λ ≤ λ  ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2* * 2x, ,M f x, M x a rΦ λ λ = λ + λ ⋅ − −

будет выпуклой.

Замечание 3. Для определения ( )*M λ  могут быть
применены оценки, приведенные в [18]. Также могут
быть использованы свойства конкретной функции
(30).

Так, для '
nB  (45) корректирующая функция имеет вид

n
2
i

i 1
(x) x n

=
γ = −∑ , соответственно (47) может быть пре-

образована так: ( )( )* *x, ,MΦ λ λ =

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

n n 2* 2 * 2
i i

i 1 i 1
n n n

* 2 * 4 2
i i i

i 1 i 1 i 1
n n

* 4 * * 2
i i

i 1 i 1
* *

f x M x n x 1

f x M x n x 2 x n

f x x M 2 x

M 2 n.

= =

= = =

= =

 
= + λ ⋅ − + λ ⋅ − =  

 
   

= + λ ⋅ − + λ ⋅ − + =      
   

= + λ ⋅ + λ − λ +

+ λ − λ

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

Отсюда видно, что для UBP (27) достаточно выбрать

( )* *M 2λ = ⋅ λ .

Главное отличие в сформированных выпуклых про-
должениях ( )x,ϕ λ  и, соответственно, ( )f x  состоит в
том, что первое (36) является выпуклым продолжени-
ем штрафной функции ( )f x , в то время как второе
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( )( ) ( ) ( ) ( )( )2* * 2x, , f x x a r (x)Φ λ µ λ = + µ λ ⋅ − − + λ ⋅ψ

– это штрафная функция выпуклого продолжения
( )f x .

3.4. Описание метода
Зафиксируем произвольное, сколь угодно большое

* 0λ >  и определим ( )*M λ  (см. замечание 3). Исход-

ная задача будет эквивалентна задаче оптимизации
штрафной функции:

( )( ) ( ) ( ) ( )( )2* * 2

m
2
i

i 1

x, ,M f x M x a r

f (x) min.
λ→∞=

Φ λ λ = + λ ⋅ − − +

+λ ⋅ →∑   (51)

Применим метод штрафных функций к ( )( )*x, , MΦ λ λ

для последовательности штрафных параметров λ ∈ Λ :

{ }k 0 k 1 k
k

0 :  0,  ,  k−Λ = λ ≥ λ = λ < λ ∈� .

Обозначим l uz ,  z  нижнюю и верхнюю оценки *z
(см.(1)), соответственно.

Для получения lz  используем тот факт, что k *∀λ ≤ λ

( )( )k *x, , MΦ λ λ  – выпукла и решение kx  задачи (51)

дает нижнюю оценку целевой функции:

( )( )l k k *
k *

z max x , , M
λ ≤λ

≥ Φ λ λ .            (52)

Обозначим через ky  – проекцию kx  на E

( k k
Ey Pr x= ) или результат комбинаторного округле-

ния kx  до элемента E  ( k k
E

y x =  
) [4], тогда верхняя

оценка:

( )u k
k

z min f y
λ ∈Λ

≤ .                     (53)

Замечание 4. Для полиэдрально-сферических мно-
жеств, рассматриваемых нами, квадратичная задача
поиска проекции эквивалентна линейной задаче, ко-
торая и для многих ЕКМ решается в явном виде [7]
или, по крайней мере, эффективно (такие множества
называются хорошо описанными [28]).

Пример 4. Для '
nB все множество проекций на него:

{ }
k
i

k k k k
E i n

k
i

1,  если x <0, 

Y y Pr x 1,  если x =0, (i J ).

1,  если x >0,

−
= = = ± ∈



В зависимости от того, удовлетворяет ли нас точность
достигнутого решения, процесс можно завершить

либо повторить для большего *λ .

Замечание 5. Также можно сформировать серию
траекторий допустимых решений вспомогательной

задачи (51) для * *λ ∈ Λ :

{ }* *j *j*( j 1)*0
j

0 :  0,  ,  j−Λ = λ ≥ λ = λ < λ ∈� .

В обозначениях

( )( )jk k *j jk jk
Ex arg min x, , M ,  y Pr x , j, k= Φ λ λ = ,

оценки (52),(53) принимают вид:

( )( )l jk k *j
k *j
*j * k,

z max x , ,M
λ ≤λ
λ ∈Λ λ ∈Λ

≥ Φ λ λ ;          (54)

( )u jk
*j * k,

z min f y
λ ∈Λ λ ∈Λ

≤ .               (55)

В результате будет сформирован набор траекторий:

{ }j jk
k

X x , j= , с началом в точках j0x =

( )( )*jarg min x,0, M= Φ λ  и концами в точках E .

Начальные точки { }j0
j

x  также формируют траекто-

рию, которая стремится к центру сферы (4): j0
j

x a
→∞
→

за счет увеличения параметра ( )*jM λ  в

( )( ) ( ) ( ) ( )( )2*j *j 2x, , M f x M x a rΦ λ λ = + λ ⋅ − −  с уве-

личением j  ( ( )*j
j

M
→∞

λ → ∞ ).

Поскольку мы рассматриваем полиэдрально-сфери-
ческие множества, все точки которых равноудалены
от центра a описанной сферы, на этапе проектирова-
ния будет получено все множество E  и таким образом
теоретически задача (1) будет решена точно.

Практически же процесс решения прерывается по
достижению заданной точности ε по текущим, ниж-

ней и верхней, оценкам: 
u l

l
z z

z
−

< ε .

Заметим также, что нижняя оценка может быть суще-
ственно улучшена при помощи решения релаксаци-
онных задач (см. п.3.1) на сфере и многограннике:

( ) ( )u
P S (a)r

z max min f x , min f x
 

≥  
 

.

Эти вспомогательные задачи эффективно решаются, в
частности, на хорошо описанных комбинаторных мно-
жествах и для таких функций как квадратичные [28].
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Выводы
Представлен новый подход к решению задач оптими-
зации для полиэдрально-сферических комбинатор-
ных множеств, основанный на применении, наряду с
методом штрафных функций, функциональных пред-
ставлений евклидовых комбинаторных множеств и
выпуклых продолжений функций с этих множеств в

n� .

Данный метод может быть обобщен на произвольные
хорошо описанные вершинно расположенные евкли-
довые комбинаторные множества при наличия их
строгих функциональных представлений.

Непосредственное обобщение метода на не вершинно
расположенные множества невозможно, поскольку
основано на построении выпуклых продолжений фун-
кций, что возможно для произвольной функции толь-
ко для вершинно расположенных множеств. Однако
после предварительных преобразований, сводящих
исходную задачу к задаче на вершинно расположен-
ном множестве в пространстве большей размерности
(см., например, в [16] схему сведения произвольной
целочисленной и дискретной задачи с ограничения-
ми, переменными к булевой задаче), данный метод
применим.

Таким образом, актуальным является развитие теории
выпуклых продолжений, решение линейных задач, а
также поиск функциональных представлений различ-
ных вершинно расположенных комбинаторных мно-
жеств, таких как общее множество перестановок,
вершинно расположенные классы размещений и со-
четаний и их композиционные образы.
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