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ДИНАМІЧНА МОДЕЛЬ ОПТИМІЗАЦІЇ
ТРАНСПОРТНИХ ВИТРАТ
З УРАХУВАННЯМ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ
ТЕРМІНІВ ДОСТАВКИ

НОВОЖИЛОВА М.В., ЛИТВИНЕНКО Є.М.

Розглядається транспортно-логістична система обслуго-
вування клієнтів з організацією доставки та вивезення
інструментів. Пропонується динамічна модель виконан-
ня портфеля замовлень на визначеному горизонті плану-
вання з мінімізацією транспортних витрат.

1. Вступ
Перевезення продукції або обладнання автомобільним
транспортом є невід’ємною складовою функціону-
вання будь-якого підприємства або організації. В умо-
вах конкуренції та жорсткої обмеженості ресурсів
суб’єкти господарювання приділяють значну увагу
мінімізації транспортних витрат.

Особливо актуальною   задача мінімізації транспорт-
них витрат є для транспортно-логістичних систем
(ТЛС) підприємств та організацій [1], які залежать від
щоденного використання транспортних засобів, на-
приклад:

– надають клієнтам, на їх замовлення, в оренду інстру-
менти, машини та механізми або зразки інструментів
для тимчасового  користування та випробування;

– організовують тестування та обслуговування
клієнтського обладнання у своїх лабораторіях тощо.

Важливою умовою функціонування таких транспорт-
но-логістичних систем є організація доставки, на за-
мовлення клієнтів, обладнання (інструментів певних
типів) з їх наступним поверненням через деякий про-
міжок часу. Крім того, для таких систем характерна
можливість відтермінування у часі виконання замов-
лень, узгоджена з клієнтами.

Складність, багатовимірність і, в загальному випадку,
багатокритеріальність задач обумовлює необхідність
моделювання  ТЛС із урахуванням можливості зміни
часу виконання замовлень з метою:

– зменшення витрат на утримання транспортних за-
собів шляхом мінімізації їх кількості;

– зменшення витрат на слідування до клієнта шляхом
оптимізації транспортних маршрутів;

– зменшення холостого пробігу транспортних за-
собів.

2. Огляд попередніх досліджень
Починаючи з відомої публікації Г.Данцига  [2], яка
була першою в даній предметній галузі, цей клас задач
викликає  незмінний інтерес дослідників. Задачі опти-
мізації структури та складу ТЛС розглядались у чис-

ленних наукових публікаціях вітчизняних та закор-
донних авторів.

Виділимо роботи [3, 4], які присвячені задачам опера-
тивного планування перевезень та розподілу вантажів.
В дослідженні [5] запропоновано багатокритеріальну
задачу підвищення ефективності управління переве-
зенням вантажів у динамічній транспортній мережі за
рахунок складання попереднього плану перевезень.

В роботах [6-10] розглянуті задачі маршрутизації транс-
портних засобів. В [7]  досліджена транспортна мо-
дель з обмеженою кількістю транспортних засобів
(ТЗ), в публікації [9] розглянуто наближений метод
розв’язання кластерної задачі маршрутизації.

Слід зазначити, що задачі, які передбачають не тільки
доставку, але й повернення вантажів, є вкрай мало-
дослідженими. Крім того, в більшості досліджень
розглядаються задачі оперативного планування [11,
12], а задачам з необхідністю використання горизонту
планування приділяється недостатня увага.

3. Опис транспортно-логістичної системи
Метою дослідження є побудова динамічної моделі
задачі мінімізації витрат в ТЛС з урахуванням можли-
вості відтермінування у часі виконання замовлень.

Розглянемо ТЛС як цілеспрямовану систему Λ , що
містить множину різнорідних елементів М, на якій
реалізовано множину зв’язків R, що упорядковують
елементи в структуру

,PR)(MΛ >××=<                       (1)

де P – множина властивостей структури R)(M × , що
дають змогу досягти заданої цілі [13].

В системі, що розглядається, множина елементів  M
містить склад 0C , множину клієнтів )C,...,C,(CC H21=

та множину транспортних засобів )V ,...,V ,(VV J21=
(рис. 1).

Рис. 1. Елементи ТЛС

Позначимо координати розміщення С0 через (х0,y0).
Склад С0 містить упорядковану множину типів інстру-
ментів )I, ... ,I ,(II N21= , які можуть бути надані
клієнтам на їх замовлення.
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Кожен з типів інструментів визначається параметрами:

I, , ... 1,i ), w,(qI iii ==

де iq – доступна кількість інструментів і-го типу; iw –
вага одиниці інструмента і-го типу.

Для використання у подальшому введемо
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Позначимо через (xh,yh) координати розміщення еле-
мента Ch, h=1,…,H множини клієнтів C.

Визначення 1. Горизонтом планування [1,T] будемо
називати інтервал часу, на якому планується виконан-
ня замовлення клієнтів.

В рамках даної роботи вважатимемо елементи множи-
ни )V ,...,V ,(VV J21=  однотипними та визначатимемо
як

J,1,...,j),AC,AD,(AWV jjjj ==            (2)

де  jAW  – вантажопідйомність; jAD – максимальний

добовий пробіг; jAC  – вартість використання jV  за
період [1, Т].

Транспортні засоби виділяються на весь період гори-
зонту планування. Використання ТЗ один день означає
його оренду на весь період функціонування системи.

Транспортні перевезення здійснюються згідно з  транс-
портною мережею, яка є повним графом )E,C(G =  з
множиною вершин C та множиною ребер E. Верши-
нам графа відповідають склад та клієнти }C,C{C h0= ,
а ребрам Eeug ∈ – ділянки шляху, які їх з’єднують
(рис. 2).

Рис. 2. Граф транспортної мережі

Ваги ugs  ребер uge  обчислюються таким чином:

,)yy()xx(s 2
ug

2
ugug −+−=               (3)

.gu,H,...,0g,u ≠=

Транспортний засіб може здійснювати декілька рейсів
протягом одного дня.

Визначення 2. Рейсом l транспортного засобу jV
будемо називати цикл на графі G вигляду

).C,...,C,C,...,C(l 01hh0 ==

Рейс є припустимим, якщо виконані замовлення усіх
поточних клієнтів та загальна вага інструментів, що
перевозяться, не перевищує вантажопідйомність

jAW .

Визначення 3. Маршрутом jtψ  назвемо сукупність
рейсів jV , які виконуються протягом одного дня t.

Маршрут jtψ  є припустимим, якщо він складається з
припустимих рейсів та їх загальна довжина не переви-
щує максимальний добовий пробіг транспортного
засобу jAD .

Замовлення інструментів клієнтами визначаються як:

,K,...,1k),d,q,t,t,h,i(R kkkmaxkminkkk ==     (4)

де k – номер замовлення; N,...,1ik = – тип замовлено-

го інструмента; H,...,1hk = – номер клієнта;

]t...t[ kmaxkmin – період виконання замовлення; kq  –

кількість замовлених інструментів; kd  – тривалість
виконання замовлення.

Замовлення )R,...,R,R(R K21=  утворюють множину
зв’язків ТЛС (1).

Таким чином, задача планування роботи ТЛС на
період [1,Т] включає виконання K замовлень на дос-
тавку клієнтам інструментів зі складу та їх повернення
на склад.

4. Властивості постановки задачі
Визначимо властивості постановки задачі, що розгля-
дається.

Властивість 1. Кожний клієнт hC  генерує одне або
декілька замовлень  kR  виду (4). Замовлення містить
інструменти одного типу. У разі необхідності замов-
лення декількох інструментів клієнт генерує відповід-
ну кількість замовлень.

Властивість 2. Момент kt  початку виконання певно-
го замовлення kR  належить інтервалу

]1dt,t[ kkmaxkmin +− .

Згідно з властивістю 2 існує )1tdt( kminkkmax +−−

варіантів виконання замовлення kR  (рис. 3).

Рис. 3. Приклади варіантів виконання замовлення kR
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Властивість 3. Повернення інструментів типу ki  від
клієнта hC  на склад відбувається у перший день після
завершення виконання замовлення kR . Це день

)dt( kk + . Інструмент стає доступним для іншого за-
мовлення наступного дня )1dt( kk ++ .

Зважаючи на введені визначення та виділені власти-
вості змістовної постановки задачі, побудуємо загаль-
ну динамічну модель оптимізації транспортних витрат.

5. Динамічна  модель оптимізації транспортних
витрат
Характеристики та властивості ТЛС, наведені вище, є
фундаментом постановки задачі мінімізації транспор-
тних витрат ТЛС.

Припустимим (але, очевидно, неоптимальним) є рішен-
ня, при якому кожний рейс засобу jV  виконує тільки
одне замовлення (відвідує одного клієнта), а кожний
транспортний засіб виконує тільки один рейс в день.
Одне замовлення, у разі перевищення ним вантажоп-
ідйомності ТЗ, може виконуватися декількома ТЗ,
кількість яких можна визначити як

,
AW

wqroundJ
j

i
i
k
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де round – округлення вверх до найближчого цілого
числа.

Тоді верхня оцінка maxJ  кількості J, необхідних ТЗ,
дорівнює
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Ендогенні змінні моделі. Введемо булеві змінні:
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Використовуючи підхід [14, 15], введемо у розгляд
простір ресурсів TOQ з прямокутною системою коор-
динат, в якій горизонтальна вісь OT відповідає гори-
зонту планування [1, T], а вертикальна вісь OQ відби-
ває інформацію про кількість інструментів i-го типу
i=1,…,I (рис. 4).

Тоді замовлення kR  є прямокутником розмірів
)q,d( i

kk  у відповідній смузі ресурсів простору ТОQ,
)r,t( i

kk  – координати нижнього лівого кута прямокут-
ника kR , котрі задають розміщення відповідного
замовлення у просторі ресурсів (див. рис. 4).

Рис. 4. Розміщення замовлень у просторі ресурсів

Нехай також змінні

( ) ,N,...,1i,qrmaxa i
k

i
k

T,...,1t
i =+=

=

які визначають максимальну кількість інструментів i-
го типу, що одночасно використовуються.

Відмітимо, що ендогенні змінні i
i
kk a,r,t  можуть сприй-

матися як неперервні величини, задані у визначених
діапазонах.

Цільовий функціонал задачі мінімізації транспортних
витрат ТЛС є векторним:

( ),F,F,FF 321                            (5)

де функція ( )jt1F β  має вигляд:

( ) ,maxF
maxJ

1j
jt

T,...,1t
jt1 ∑

==
β=β

визначає отримання оптимальної множини транспор-
тних засобів та збігається до мінімуму:

( ) .minF jt1 →β

Функціонал { },f,...,f,fF T222212 =  де частковий кри-

терій 2tf  має вигляд
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відповідає побудові припустимих щоденних марш-
рутів мінімальної довжини, які забезпечують виконан-
ня передбачених замовлень.

Нарешті, функція 3F  навантаження на транспортні
засоби має вигляд

.minwaF
N

1i
ii3 →×= ∑

=

Основні обмеження моделі. Загальна кількість дос-
тупних для використання інструментів обмежена:

.qa ii ≤                              (6)

Для виконання кожного замовлення мають бути наяв-
ними відповідні інструменти:
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Термін виконання замовлення обмежений:
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Жодна пара замовлень не може одночасно викорис-
товувати один і той же інструмент:
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Максимальна довжина маршруту транспортного за-
собу обмежена:

,T,...,1t,ADxs j

L

1l

H

0u

H

0g

l
uguglt =∀≤××µ ∑∑∑

= = =
     (10)

.J,...,1j max=∀

У кожному рейсі кількість ребер, що входить у вер-
шину, дорівнює кількості ребер, які виходять з неї:
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.K,...,1l =        (11)

В кожний рейс завжди входить склад:

.K,...,1l,H,...,0u,1x
H

0g

l
og ===∑

=
           (12)

Задача (5)-(12) є багатокритеріальною та NP-склад-
ною, для розв’язання якої пропонується розбити її на
дві взаємозалежні задачі.

Задача 1. Пошук раціонального )r,t,...,r,t,r,t( n
KK

j
22

i
11

розміщення замовлень на горизонті планування [1, T],
або можливо у визначений день t.

Задача 2. Пошук маршруту виконання замовлень для
кожного часового такту t = 1,…T.

Задача 1 визначає на горизонті планування [1, T]  час
виконання операцій доставки та повернення інстру-
ментів на замовлення клієнтів.

Розв’язання задачі 2 дозволяє визначити кількість
транспортних засобів, необхідних для виконання усіх
замовлень, та розрахувати їх оптимальні маршрути. У
разі потреби відбувається виклик задачі 1 для оптим-
ізації розміщення замовлень на деякому періоді гори-
зонту [1, T] (рис. 5).

Рис. 5. Розв’язання загальної задачі мінімізації транс-
портних витрат

6. Висновки
1. Запропоновано теоретико-множинний опис ТЛС,
функціонування якої розглядається на горизонті пла-
нування.

2. Розроблено багатокритеріальну математичну мо-
дель оптимізації транспортних витрат підприємства за
рахунок зменшення витрат на оренду ТЗ та оптимізації
щоденних транспортних маршрутів. Представлена
математична модель дозволяє виконувати стратегічне
планування функціонування ТЛС та враховує мож-
ливість відтермінування початку виконання замов-
лень.

3. Запропоноване розбиття оптимізаційної задачі на
дві взаємозалежні: задачу розміщення та задачу мар-
шрутизації.

Подальші дослідження спрямовані на побудову та
реалізацію методу розв’язання поставленої задачі оп-
тимізації.
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