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ОПТИМАЛЬНОЕ ГРАНИЧНОЕ
УПРАВЛЕНИЕ КОЛЕБАНИЯМИ
ОДНОРОДНОЙ СТРУНЫ

ГИБКИНА Н.В., СИДОРОВ М.В.,
СТАДНИКОВА А.В.

Рассматривается задача оптимального граничного уп-
равления колебаниями однородной струны. Под опти-
мальным управлением в данной задаче понимается зада-
ние такого режима колебаний концов струны, при кото-
ром в конечный момент времени струна примет положе-
ние, наиболее близкое (в смысле среднеквадратической
метрики) к желаемому.

Введение
Актуальность исследования. Дифференциальные
уравнения в частных производных гиперболического
типа описывают широкий класс физических
процессов и явлений, в основе которых лежат
колебания. С помощью уравнений этого типа можно
моделировать поперечные колебания струны,
мембраны, продольные колебания стержня,
электрические колебания в проводах, акустические
и электромагнитные колебания, колебания элементов
стационарных конструкций, транспортных,
авиационных и космических конструкций, элементов
подвижных объектов, некоторые гидродинамические
процессы [13].
Простейшее уравнение гиперболического типа – это
одномерное волновое уравнение, которое описывает
колебания струны. Использование волнового уравне-
ния позволяет исследовать разнообразные приклад-
ные задачи, среди которых одними из наиболее важ-
ных являются задачи управления рассматриваемыми
процессами. Управляемые колебательные системы
широко распространены в промышленности, техни-
ке, механике и других областях науки и производ-
ства. В частности, такие задачи связаны с гашением
пульсаций потоков газа, жидкости, электричества в
длинных трубопроводах, генерацией электромагнит-
ных колебаний в волноводах и резонаторах, стабили-
зацией технических систем различной природы [1, 2].
Теоретическое исследование управляемости систем
с распределенными параметрами, которые описыва-
ются уравнениями гиперболического типа, было про-
ведено в [1, 6-9, 14].
Для решения этих задач используются принцип мак-
симума [12], метод моментов [1], методы финитного
управления [1], метод множителей Лагранжа [8],
метод Фурье [3], метод падающих и отраженных волн
[5] и другие методы.

РАДИОТЕХНИКА
Каждая из перечисленных работ содержит серьезные
теоретические исследования и значимые результаты,
которые могут быть использованы для решения задач
оптимального управления колебательными процессами
в различных постановках. В то же время основным
недостатком большинства указанных методов является
громоздкость предложенных схем решения, а иногда
отсутствие их вычислительной реализации и примеров
решения тестовых задач на ЭВМ.
Таким образом, разработка новых и усовершенство-
вание существующих методов оптимального управ-
ления колебательными процессами является актуаль-
ной научной проблемой.
Цель и задачи исследования. Цель настоящего иссле-
дования – разработка математических методов опти-
мального управления процессом свободных колеба-
ний однородной струны (без вынуждающей силы),
которые позволят установить в конечный момент вре-
мени положение точек этой струны, наиболее близкое
к заданному положению.
Для достижения поставленной цели необходимо ре-
шить следующие задачи:
– сформулировать задачу оптимального управле-
ния процессом свободных колебаний однородной
струны;
– используя метод Фурье, получить решение одно-
мерного волнового уравнения при заданных краевых
и начальном условиях;
– рассмотреть аппроксимацию управляющих воздей-
ствий в виде линейной комбинации полиномов Ле-
жандра;
– провести вычислительные эксперименты для раз-
ных параметров процесса оптимального управления
конечным положением точек струны.
1. Постановка задачи
Исследуются свободные колебания однородной
струны 0 x L≤ ≤  без воздействия на нее вынуждающей
силы. Функция u u(x, t)=  характеризует отклонение
от положения равновесия точки струны с координатой

x  в момент времени t . Отклонение t 0u (x)= = ϕ  и

скорость точек струны 
t 0

u (x)
t =

∂
= ψ

∂
 в начальный

момент времени t 0=  считаем известными. Граничный
режим для концов струны также известен.
Математическая модель описанного процесса
свободных колебаний однородной струны имеет вид:

2 2
2

2 2
u ua

t x
∂ ∂

=
∂ ∂

, 0 x L< < , t 0> ,              (1)

t 0u (x)= = ϕ , 0 x L≤ ≤ ,                  (2)

t 0

u (x)
t =

∂
= ψ

∂
, 0 x L≤ ≤ ,                 (3)
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1 1 1
x 0

u u (t)
x =

∂ −α + β = µ ∂ 
, t 0≥ ,           (4)

2 2 2
x L

u u (t)
x =

∂ α + β = µ ∂ 
, t 0≥ ,          (5)

где 2a , L , 1α , 2α , 1β , 2β  – заданные константы;
(x)ϕ , (x)ψ  – заданные функции из 2L (0, L) .

В уравнении (1) 2 Ta =
ρ

, где ρ  – линейная плотность,

характеризующая распределение масс в струне (для
однородной струны constρ = ); T  – натяжение в
каждой точке струны ( T const=  для всех x  и t ).

Требуется, управляя положением концов струны с
течением времени t [0,T]∈ , достигнуть к заданному
моменту времени T 0>  такого положения струны,
которое будет как можно более близким к заданному
положению y(x) , 0 x L≤ ≤ . Формально это условие
может быть записано в виде функционала качества:

2
L (0, L)2

J( ) u(x,T; ) y(x)= − =μ μ

( )
L 2

0
u(x,T; ) y(x) dx= −∫ μ                 (6)

при условии, что u u(x, t) u(x, t; )= = μ  является
решением начально-краевой задачи (1) –(5).

Предполагается, что 1 2( (t), (t))= µ µμ  – управление,
принадлежащее множеству

1 2 2 2{ ( (t), (t)) L (0,T) L (0,T),Μ = = µ µ ∈ ×μ
min max
1 1 1(t)µ ≤ µ ≤ µ , min max

2 2 2(t)µ ≤ µ ≤ µ      (7)

почти всюду на [0,T]} , где min max
1 1µ < µ , min max

2 2µ < µ .

Возможны также и другие ограничения, накладываемые
на управление μ  исходя из физических ограничений
задачи.
2. Построение оптимального управления
Первый этап решения задачи оптимального граничного
управления процессом колебаний струны заключается
в поиске решения задачи (1) – (5) методом Фурье в
предположении, что краевые условия заданы. Сделаем
замену

u(x, t) w(x, t) v(x, t)= + ,                (8)

где v(x, t)  – новая неизвестная функция, а

2 2

2 12 2
2 2 1 1

x (x L)w(x, t) (t) (t)
2 L L 2 L L

−
= µ + µ

α + β α + β . (9)

Функция w(x, t)  выбрана так, чтобы удовлетворять
неоднородным краевым условиям (4) – (5).

На основании соотношений (1) – (5) для новой
неизвестной функции v(x, t)  получим начально-
краевую задачу с однородными краевыми условиями:

2 2
2

2 2
v va f (x, t)

t x
∂ ∂

= +
∂ ∂

, 0 x L< < , t 0> ,   (10)

t 0v (x)= = ϕ , 0 x L≤ ≤ ,                (11)

t 0

v (x)
t =

∂
= ψ

∂
 , 0 x L≤ ≤                  (12)

1 1
x 0

v v 0
x =

∂ −α + β = ∂ 
, t 0≥ ,              (13)

2 2
x L

v v 0
x =

∂ α + β = ∂ 
, t 0≥ ,              (14)

где

2
2 12 2

2 2 1 1

2 2f (x, t) a (t) (t)
2 L L 2 L L

 
= µ + µ −  α + β α + β 

2 2

2 12 2
2 2 1 1

x (x L)(t) (t)
2 L L 2 L L

 −′′ ′′− µ + µ  α + β α + β 
,   (15)

2

22
2 2

x(x) (x) (0)
2 L L

ϕ = ϕ − µ −
α + β



2

12
1 1

(x L) (0)
2 L L

−
− µ

α + β ,                (16)

2

22
2 2

x(x) (x) (0)
2 L L

′ψ = ψ − µ −
α + β



2

12
1 1

(x L) (0)
2 L L

− ′− µ
α + β .                (17)

Как известно [10], собственными значениями задачи

(10) – (14) являются 
2

n
n L

ζ λ =  
 

, n 1, 2, ...= , где nζ  –

n -й положительный корень трансцендентного
уравнения

2 2
1 2 1 2

1 2 2 1

L
ctg

( L L)
α α ζ − β β

ζ =
α β + α β ζ ,               (18)

а соответствующие им собственные функции n (x)Φ
имеют вид:

( )n n n(x) sin xΦ = λ + θ ,              (19)

где 1 n
n

1
arctg

α λ
θ =

β
.

При этом
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2
n L (0, L)2

Φ =

2 2
1 2 n 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 n 1 2 n 2

( L )( L L)L 1
2 ( L )( L )

 α α ζ + β β α β + α β = + 
α ζ + β α ζ + β  

.

Решение задачи (10) – (14) будем искать в виде ряда:

n n
n 1

v(x, t) T (t) (x)
∞

=
= Φ∑ ,               (20)

где n (x)Φ  имеет вид (19).

Подставив ряд (20) в уравнение (10) и начальные
условия (11) – (12), получим, что функции nT (t) ,
n 1, 2, ...= , являются решением задач Коши:

2
n n n nT (t) a T (t) f (t)′′ + λ = ,

n nT (0) = ϕ ,

n nT (0)′ = ψ ,

здесь

( )n L (0, L)2
n 2

n L (0, L)2

,ϕ Φ
ϕ =

Φ


 ,                  (21)

( )n L (0, L)2
n 2

n L (0, L)2

,ψ Φ
ψ =

Φ


 ,                 (22)

( )n L (0, L)2
n 2

n L (0, L)2

f ,
f (t)

Φ
=

Φ
,                (23)

и имеют вид:

n
n n n n

n
T (t) cos a t sin a t

a
ψ

= ϕ λ + λ +
λ



t
n n

n 0

1 f ( )sin a (t )d
a

+ τ λ − τ τ
λ

∫ , n 1, 2, ...= .  (24)

Подставляя в формулу (8) соотношения (9) и (20), где

nT (t)  определяется соотношением (24), а n (x)Φ  –
соотношением (19), получаем решение начально-кра-
евой задачи (1) – (5):

n n n
n 1

u(x, t) cos a t (x)
∞

=
= ϕ λ ⋅ Φ +∑ 

n
n n

n 1 n
sin a t (x)

a

∞

=

ψ
+ λ ⋅Φ +

λ
∑


         (25)

t
n n n

n 1 n 0

1 f ( )sin a (t )d (x)
a

∞

=
+ τ λ − τ τ ⋅ Φ +

λ
∑ ∫

2 2

2 12 2
2 2 1 1

x (x L)(t) (t)
2 L L 2 L L

−
+ µ + µ

α + β α + β .

Аппроксимацию функций 1(t)µ , 2 (t)µ  будем искать в
виде

m1
1 k k

k 1
(t) q Q (t)

=
µ = ∑ , 

m2
2 j j

j 1
(t) r R (t)

=
µ = ∑ ,        (26)

где k{Q } , j{R } – системы базисных функций в

2L (0,T) .

В этом случае

m22
j j2

j 12 2

2f (x, t) a r R (t)
2 L L =


= + α + β

∑

m1
k k2 k 11 1

2 q Q (t)
2 L L =


+ −α + β 

∑

2 2m m2 1
j j k k2 2j 1 k 12 2 1 1

x (x L)r R (t) q Q (t)
2 L L 2 L L= =

−′′ ′′− −
α + β α + β

∑ ∑ ,

2 m2
j j2 j 12 2

x(x) (x) r R (0)
2 L L =

ϕ = ϕ − −
α + β

∑

2 m1
k k2 k 11 1

(x L) q Q (0)
2 L L =

−
−

α + β
∑ ,

2 m2
j j2 j 12 2

x(x) (x) r R (0)
2 L L =

′ψ = ψ − −
α + β

∑

2 m1
k k2 k 11 1

(x L) q Q (0)
2 L L =

− ′−
α + β

∑ .

Тогда

2m2 (1)
n j j n2 2

j 1 2 2n L (0, L)2

1 2af (t) r R (t)
2 L L=


= ⋅η + α + βΦ 

∑

2m1 (1)
k k n2k 1 1 1

2aq Q (t)
2 L L=

+ ⋅ η −
α + β

∑            (27)

m2 (2)
j j n2j 1 2 2

1r R (t)
2 L L=

′′− ⋅η −
α + β

∑

m1 (3)
k k n2

k 1 1 1

1q Q (t)
2 L L=


′′− ⋅η α + β 

∑ , n 1, 2, ...= ,



6 РИ, 2016, № 2

L
n n2

0n L (0, L)2

1 ( ) ( )d


ϕ = ϕ ξ Φ ξ ξ −Φ 
∫

m2 j (2)
j n2j 1 2 2

R (0)
r

2 L L=
− ⋅η −

α + β
∑             (28)

m1 (3)k
k n2k 1 1 1

Q (0)q
2 L L=


− ⋅η α + β 

∑ , n 1, 2, ...= ,

L
n n2

0n L (0, L)2

1 ( ) ( )d


ψ = ψ ξ Φ ξ ξ −Φ 
∫

m2 j (2)
j n2j 1 2 2

R (0)
r

2 L L=

′
− ⋅η −

α + β
∑             (29)

m1 (3)k
k n2

k 1 1 1

Q (0)q
2 L L=

′
− ⋅η α + β 

∑ , n 1, 2, ...= ,

где

L
(1)
n n

0
(x)dxη = Φ∫ , 

L
(2) 2
n n

0
x (x)dxη = Φ∫ ,

L
(3) 2
n n

0
(x L) (x)dxη = − Φ∫ .

Подставив (27) – (29) в (25) и вычислив полученную
функцию при t T= , получим, что фактическое поло-
жение точек струны в конечный момент времени
описывается соотношением

m m1 2
k k j j

k 1 j 1
u(x,T) q A (x) r B (x) C(x)

= =
= + +∑ ∑ ,    (30)

где

n
k 2

n 1 n L (0, L)2

(x)A (x)
∞

=

Φ
= ×

Φ
∑

(3)
k n n2

1 1

1 Q (0)cos a T
2 L L

× − λ ⋅η +α + β

n (3)
k n

n

sin a T
Q (0)

a
λ

′− ⋅η +
λ

( )
T

2 (1)
n k n

n 0

1 2a Q ( )sin a T d
a


 + η τ λ − τ τ −  λ 

∫  (31)

( )
T

(3)
n k n

0
Q ( )sin a T d


 ′′−η τ λ − τ τ + 


∫

2

k2
1 1

(x L) Q (T)
2 L L

−
+

α + β
, 1k 1, m= ,

n
k 2

n 1 n L (0, L)2

(x)B (x)
∞

=

Φ
= ×

Φ
∑

(2)
k n n2

2 2

1 R (0)cosa T
2 L L

× − λ ⋅η +α + β

n (2)
k n

n

sin a T
R (0)

a
λ

′− ⋅η +
λ

( )
T

2 (1)
n k n

n 0

1 2a R ( )sin a T d
a


 + η τ λ − τ τ −  λ 

∫  (32)

( )
T

(2)
n k n

0
R ( )sin a T d


 ′′−η τ λ − τ τ + 


∫

2

k2
2 2

x R (T)
2 L L

+
α + β

, 1k 1, m= ,

L
n

n n2
n 1 0n L (0, L)2

(x)
C(x) cos(a )T ( ) ( )d

∞

=

Φ
= × λ ϕ ξ Φ ξ ξ +Φ 

∑ ∫

L
n

n
n 0

sin a T
( ) ( )d

a

λ
+ ψ ξ Φ ξ ξλ 

∫ .           (33)

Таким образом, задача оптимального управления ко-
лебаниями концов однородной струны (1) – (7) сво-
дится к задаче оптимизации:

2L m m1 2
k k j j

k 1 j 10
J( ) q A (x) r B (x) C(x) y(x) dx

= =

 
= + + − =  

 
∑ ∑∫μ

m m m m1 2 1 2(1) (2)2 2
k j k j kjk j

k 1 j 1 k 1 j 1
q r 2 q r

= = = =
= δ + δ + γ +∑ ∑ ∑ ∑     (34)

m m1 2(1) (2)
k jk j q , k 1,m ,k 1k 1 j 1

r , j 1,mj 2

2 q 2 r min
== =

=

+ σ + σ + η →∑ ∑
,

где

L
kj k j

0
A (x)B (x)dxγ = ∫ , 1k 1, m= , 2j 1,m= ,

L
(1) 2

kk
0

A (x)dxδ = ∫ , 1k 1, m= ,

L
(2) 2

jj
0

B (x)dxδ = ∫ , 2j 1,m= ,

L
(1)

kk
0

A (x)(C(x) y(x))dxσ = −∫ , 1k 1, m= ,

L
(2)

jj
0

B (x)(C(x) y(x))dxσ = −∫ , 2j 1,m= ,

L
2

0
(C(x) y(x)) dxη = −∫ .

Задачу оптимизации (34) нужно дополнить ограниче-
ниями на управление (7) или другими.
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3. Вычислительный эксперимент
Для проведения вычислительных экспериментов в
задаче (1) – (7) при разных значениях m  были выбра-
ны следующие значения параметров: L 1= , a 1= ,
T 1= . Положение и скорость точек струны в началь-
ный момент времени t 0=  равны (x) 0ϕ =  и (x) 0ψ =
соответственно. Считаем, что управление процессом
колебаний осуществляется только за счет колебаний
правого конца струны, поэтому функция 1(t)µ  задана,
и для нахождения оптимального управления μ  необ-
ходимо определить функцию 2 (t)µ . Во всех следую-
щих вычислительных экспериментах считаем, что
функция 1(t)µ  известна: 1(t) 0µ = .

Аппроксимацию управления 2 (t)µ  будем искать в
виде линейной комбинации смещенных полиномов
Лежандра:

m(m)
k k2

k 0

2x(t) r P 1
L=

 µ = − 
 

∑ .              (35)

Здесь kP (t)  – полином Лежандра степени k. Эти

полиномы образуют полную ортогональную в 2L ( 1,1)−
систему полиномов и могут быть вычислены по фор-
муле Родрига [10]:

k
2 k

k k k
1 dP (t) [(x 1) ]

2 k! dx
= ⋅ − .

На управление 2 (t)µ  накладывается следующее огра-
ничение (условие согласования краевого и начально-
го условий): 2 (0) 0µ = .

Случай 1. Пусть левый конец струны x=0 закреплен,
а управление заключается в задании при t (0,T]∈

режима колебаний правого конца струны x L= . Этот
случай соответствует следующим значениям пара-
метров в краевых условиях (4) – (5): 1 0α = , 1 1β = ,

2 0α = , 2 1β = . При этом собственные значения
2

n
n

L
π λ =  

 
, n 1, 2,...= , а собственные функции

n
nx(x) sin
L

π
Φ = , n 1, 2,...= .

Зададим желаемое положение струны в момент вре-
мени Т функцией 3y(x) x (1 x)= − .

На рис. 1 – 4 приведены графики аппроксимаций
(m)
2 (t)µ  оптимального управления режимом колеба-

ний правого конца струны 2 (t)µ  вида (35) для
m 3,6,9,12= .

Как видно из графиков, прослеживается тенденция

выхода функций (m)
2 (t)µ  на некоторое предельное

значение с ростом m . Так, в ходе вычислений полу-

чено, что (12)
2 (t)µ  совпадает с (11)

2 (t)µ  в норме 2L (0,T)

с точностью 20,15 10−⋅ , а значения соответствующих
им функционалов отличаются на величину порядка

180, 23 10−⋅ . Функцию (12)
2 (t)µ  возьмем в качестве

приближенного значения оптимального управления
процессом колебаний правого конца струны.

Рис. 1. График аппроксимации (3)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

Рис. 2. График аппроксимации (6)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

Рис. 3. График аппроксимации (9)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ
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Рис. 4. График аппроксимации (12)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

На рис. 5 приведено желаемое y(x)  и фактическое
u(x,T)  положение струны в конечный момент време-
ни T 1=  под воздействием управления (12)

2 (t)µ , а на
рис. 6 – соответствующий этому случаю модуль
разности u(x,T) y(x)−  при T 1= . При этом

L (0, L)2
2u(x,T) 0,51 0y(x)  1 −− ⋅= .

Рис. 5. График желаемого y(x)  (сплошная линия) и
фактического u(x,T)  (пунктирная линия) положения

точек струны при управлении (12)
2 (t)µ

в момент времени T 1=

Рис. 6. График u(x,T) y(x)−

Случай 2. Пусть левый конец струны x 0=  закреплен,
а управление заключается в задании при t (0,T]∈
приложенной к правому концу струны x L=  силы.
Этот случай соответствует следующим значениям
параметров в краевых условиях (4) – (5): 1 0α = ,

1 1β = , 2 1α = , 2 0β = . При этом собственные значе-

ния 
2

n
(2n 1)

2L
π + λ =  

 
, n 0,1,...= , а собственные фун-

кции n
(2n 1)x(x) sin

2L
π +

Φ = , n 0,1,...= .

Зададим желаемое положение струны в момент вре-
мени T функцией y(x) x(2 x)= − .
На рис. 7 – 10 приведены графики аппроксимаций

(m)
2 (t)µ  оптимального управления режимом колеба-

ний правого конца струны 2 (t)µ  вида (35) для
m 3,6,9,12= . Как и в предыдущем случае, из графи-
ков видно, что с ростом m прослеживается тенденция
выхода функций (m)

2 (t)µ  на некоторое предельное
значение. При этом (12)

2 (t)µ  совпадает с (11)
2 (t)µ  в

норме 2L (0,T)  с точностью 10,53 10−⋅ , а значения
соответствующих им функционалов отличаются на
величину порядка 150,19 10−⋅ . С указанной точностью
функция (12)

2 (t)µ  может быть использована в качестве
приближенного значения оптимального управления
процессом колебаний правого конца струны.

Рис. 7. График аппроксимации (3)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

Рис. 8. График аппроксимации (6)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ
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Рис. 9. График аппроксимации (9)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

Рис. 10. График аппроксимации (12)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

На рис. 11 приведено желаемое y(x)  и фактическое
u(x,T)  положение струны в конечный момент време-
ни T 1=  под воздействием управления (12)

2 (t)µ , а на
рис. 12 – соответствующий этому случаю график
модуля разности u(x,T) y(x)−  при T 1= . При этом

L (0, L)2
2u(x,T) 0, 20 0y(x)  1 −− ⋅= .

Рис. 11. График желаемого y(x)  (сплошная линия) и
фактического u(x,T)  (пунктирная линия) положения

точек струны при управлении (12)
2 (t)µ  в момент

времени T 1=

Рис. 12. График u(x,T) y(x)−

Случай 3. Считаем, что левый конец струны x 0=
упруго закреплен, а управление заключается в зада-
нии при t (0,T]∈  режима колебаний правого конца
струны x L= . Этот случай соответствует следующим
значениям параметров в краевых условиях (4)-(5):

1 1α = , 1 1β = , 2 0α = , 2 1β = . При этом собственное
значение nλ , n 1, 2,...= , определяется как n -й поло-

жительный корень уравнения 1

1
tg L α λ

λ = −
β , а соб-

ственные функции есть ( )n n(x) sin x LΦ = λ − ,

n 1, 2,...= .

Зададим желаемое положение струны в момент вре-

мени T  функцией 2 x 1y(x) x
2 2

= − − .

На рис. 13 – 16 приведены графики аппроксимаций
(m)
2 (t)µ  оптимального управления режимом колеба-

ний правого конца струны 2 (t)µ  вида (35) для
m 3,6,9,12= .

В этом случае также видно, что с ростом m  наблюда-
ется выход функций (m)

2 (t)µ  на некоторое предельное
значение. При этом (12)

2 (t)µ  совпадает с (11)
2 (t)µ  в

норме 2L (0,T)  с точностью 10,15 10−⋅ , а значения
соответствующих им функционалов отличаются на
величину порядка 120,11 10−⋅ . Как и в предыдущем
случае, функцию (12)

2 (t)µ  с указанной точностью
возьмем в качестве приближенного значения опти-
мального управления процессом колебаний правого
конца струны.

На рис. 17 приведено желаемое y(x)  и фактическое
u(x,T)  положение струны в конечный момент време-
ни T 1=  под воздействием управления (12)

2 (t)µ , а на
рис. 18 – соответствующий этому случаю график
модуля разности u(x,T) y(x)−  при T 1= . При этом

L (0, L)2
2u(x,T) 0,23 0y(x)  1 −− ⋅= .

y(x),
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Рис. 13. График аппроксимации (3)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

Рис. 14. График аппроксимации (6)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

Рис. 15. График аппроксимации (9)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

Рис. 16. График аппроксимации (12)
2 (t)µ

оптимального управления 2 (t)µ

Рис. 17. График желаемого y(x)  (сплошная линия) и
фактического u(x,T)  (пунктирная линия) положения

точек струны при управлении (12)
2 (t)µ  в момент

времени T 1=

Рис. 18. График u(x,T) y(x)−

Отметим, что кроме выражения (35) можно использо-
вать также другие виды аппроксимаций управляюще-
го воздействия 2 (t)µ , например, в виде отрезка три-
гонометрического ряда Фурье, линейной комбинации
сплайнов Шенберга [4].
Выводы
Предложен метод приближенного построения опти-
мального управления процессом колебаний однород-
ной струны за счет задания режима колебаний ее
концов. Вычислительные эксперименты проведены
для различных режимов колебаний правого конца
струны в случае, когда управляющие функции апп-
роксимируются полиномами Лежандра. Вычислитель-
ный эксперимент показал, что с ростом степени апп-
роксимирующего полинома структура оптимального
управления режимом колебаний 2 (t)µ  выходит на
некоторый предельный режим, свой для каждого типа
краевых условий. Предложенный метод отличается от
известных методов тем, что начально-краевая задача
для волнового уравнения решается аналитически и
оптимальное управление также ищется в аналитичес-
ком виде. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при расчете оптимальных программ управле-
ния режимом колебаний в физических и технологи-
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ческих системах. Этим определяется научная новизна
и практическая значимость полученных результатов.
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