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Розглядається застосування проекційного методу 
Бубнова-Гальоркіна до початково-крайової задачі для 
нестаціонарного рівняння теплопровідності з нелока-
льною умовою. Для таких задач важливим є питання 
про вибір координатних функцій, на яке ми намагає-
мося дати відповідь. 
Вступ 
Актуальність дослідження. Велика кількість 
явищ у різних областях науки і техніки достат-
ньо повно може бути описана за допомогою  
диференціальних рівнянь у частинних похідних, 
точні розв’язки яких вдається отримати для до-
сить вузького класу задач. У даній роботі розг-
лядається застосування  проекційного методу 
Бубнова-Гальоркіна до початково-крайової зада-
чі теорії теплопровідності з нелокальною (некла-
сичною) умовою (у нелокальних граничних умо-
вах задається зв'язок значень розв’язку та його 
похідних у різних точках граничних та внутріш-
ніх многовидів). Такі нелокальні умови зустрі-
чаються досить часто, наприклад, у задачах, що 
описують процес дифузії частинок у турбулент-
ній плазмі, у процесах розповсюдження тепла у 
тонкому нагрітому стержні, якщо задано закон 
зміни загальної кількості тепла стержня, у еко-
номічних задачах з рівнянням грошових накопи-
чень тощо.  
Метою даної роботи є розробка методу чисель-
ного аналізу для початково-крайової задачі теорії 
теплопровідності з нелокальною умовою. Засто-
сування проекційного методу Бубнова-
Гальоркіна дозволяє отримати розв’язок у аналі-
тичному вигляді, що при проведенні обчислюва-
льних експериментів з різними даними може 
допомогти зацікавленим структурам робити про-
гнози та розробляти стратегію своєї поведінки. 
1. Постановка задачі  
Розглянемо початково-крайову задачу: 
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тут u(x, t)  – температура точки x у момент ча-
су t ; (x)ϕ - розподіл температур в точках стержня 
в початковий момент часу t 0= ; 
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ρ – густина маси; c  – питома теплоємність; α   – 
коефіцієнт теплообміну між поверхнею стержня 
та навколишнім середовищем з температурою 

0u ; K(t)  – загальна кількість тепла стержня у 
момент часу t  [1, 2]. Шукаємо розв’язок задачі 
(1), (2) u(x, t) С(B), B {(x, t) | 0 x l, t 0}∈ = ≤ ≤ ≥ . 
При цьому повинні виконуватися  умови узго-
дження 
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У задачі (1), (2) зробимо заміну:  
u(x, t) (x, t) W(x, t),= υ +                 (4) 
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що  приведе до наступної задачі з однорідними 
крайовими умовами: 
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2. Побудова алгоритму розв’язання задачі за 
допомогою методу Бубнова-Гальоркіна 
Згідно з методом Бубнова-Гальоркіна [3, 4] на-
ближений розв’язок задачі (6), (7) шукаємо у 
вигляді 
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де 1 2 n, ,...,ϕ ϕ ϕ – координатні функції (кожна 

k (x) D(A)ϕ ⊂ – області визначення оператора A , 
відповідного до задачі (6), (7) операторного рів-
няння, при будь-якому 1 nn ,...,ϕ ϕ  є лінійно не-
залежними, послідовність 1 n,...,ϕ ϕ  є повною у 
гільбертовому просторі 2L (0, l);  тут   
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Прирівнюючи нулеві скалярний добуток відхилу 
рівняння задачі (6), (7) до кожної з координатних 
функцій 1 n,...,ϕ ϕ , маємо: 
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Звідси отримуємо наступну систему лінійних 
звичайних диференціальних рівнянь зі сталими 
коефіцієнтами для відшукання функцій 
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Відповідні початкові умови для системи (9) 
отримуємо таким чином. Початкову функцію 

(x)ϕ  зображуємо у вигляді n − ї часткової суми 
ряду за координатними функціями k (x)ϕ , а саме 
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Ця умова приводить до наступної системи рів-
нянь відносно kβ : 
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Отже, початкову умову (x,0) (x)υ =ϕ  записуємо у 

вигляді
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співвідношень 
k ka (0) , k 1,..., n= β = .                 (11) 

Таким чином, отримали для відшукання функцій 
ka (t), k 1,..., n= , задачу Коші (9), (11). 

3. Про вибір координатних функцій 
У [5] за координатні функції для розв’язання 
рівняння Au f ,= де A − додатно визначений опера-
тор, пропонується взяти систему власних елеме-
нтів (якщо вона повна) оператора A , схожого та 
спорідненого з оператором A.  Введемо у розгляд 
оператор A : 
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Відшукаємо власні числа та власні функції опе-
ратора A . Маємо задачу 
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Тому що оператори A  та A  є схожими та спорі-
дненими, за координатні функції пропонуємо 

взяти k
2 kx(x) sin , k 1,2...

l
π

ϕ = = . 
4. Обчислювальний експеримент 
Добираючи для проведення обчислювальних 
експериментів дані задачі (1), (2), треба мати на 
увазі умови узгодження (3). Надалі вважаємо 
l 1= . Покладемо 2(x) 3x 6xϕ = − + ,при цьому ви-
конується перша умова узгодженості (0) 0ϕ = . 
Крім того, у початковий момент часу 0t = маємо 
загальну кількість тепла стержня 

1
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0

K(0) ( 3x 6x)dx 2= − + =∫ . Наведемо деякі можливі 

вигляди функції K(t) , яка повинна задовольняти 

другу умову узгодження 
1

0

(x)dx K(0)ϕ =∫ : 
2 2K(t) {2, 2(t 1), 2(t 1), 2(t 1) ,...}= + + + . 

Обчислювальний експеримент проведено 
для 2h 0.0155, а 0,16= =  (ці значення відповіда-
ють матеріалу стержня – чавун), 

0K(t) 2(t 1), u 0,= + = f (x, t) 1= . На рис. 1 – 3 наве-
дені графіки функції u(x, t)  у моменти часу 
t 0,1,3= . 
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Рис. 1. Графік функції u(x, t) у момент часу t 0=  
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Рис. 2. Графік функції u(x, t) у момент часу t 1=  
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Рис. 3. Графік функції u(x, t) у момент часу t 3=  
 
Висновки 
Вперше запропоновано для розв’язання початко-
во-крайових задач математичної фізики з нело-
кальними крайовими умовами застосування про-
екційного методу Бубнова-Гальоркіна, що надає 
можливість отримати результати у аналітичному 
вигляді. Надано пропозиції про вибір координат-
них функцій для задач з нелокальними умовами. 
Розроблений метод дозволяє проводити матема-
тичне моделювання багатьох технологічних про-
цесів. Цим і визначається наукова новизна та 
практична значущість роботи. 
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