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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ R-ФУНКЦІЙ 
ДО АНАЛІЗУ ФІЛЬТРАЦІЙНИХ ТЕЧІЙ У 
КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ СЕРЕДОВИЩІ 
ПОДГОРНИЙ О.Р., СИДОРОВ М.В. 
Розглядається стаціонарна фільтраційна течія у кус-
ково-однорідному ґрунті. Для крайової задачі віднос-
но функції течії відповідно до методу R-функцій бу-
дується повна структура розв’язку та обґрунтовується 
застосування методу Рітца для апроксимації невизна-
ченої компоненти структурної формули. 
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Вступ. Течії рідини в пористому середовищі (фі-
льтраційні течії) широко розповсюджені у при-
роді [14]. До розгляду таких течій приходять при 
дослідженні процесів зрошення чи осушення, 
втікання морської води в прісну, обтікання гід-
ротехнічних споруд тощо. Серед найбільш ужи-
ваних методів чисельного аналізу фільтраційних 
течій слід відзначити такі методи: сіток, скінчен-
них елементів, мажорантних областей, суматор-
них подань, фіктивних областей [4 – 7, 9, 10]. 
Область фільтрації може мати складну геометри-
чну форму, що призводить до втрати точності 
при чисельному розв’язанні відповідних задач 
математичної фізики зазначеними методами. 
Найбільш точно і повно врахувати геометричну 
та аналітичну інформацію, яка міститься у пос-
тановці задачі математичної фізики, дозволяє 
структурний метод R-функцій [8, 15]. Для чис-
ленного аналізу задач фільтрації метод R-
функцій було застосовано у [1 – 3, 17], але в них 
було розглянуто лише задачі фільтрації під гід-
ротехнічними спорудами. Дана робота продов-
жує дослідження, розпочаті у [12, 13]. 
Отже, розробка нових та вдосконалення існую-
чих методів чисельного аналізу фільтраційних 
течій є актуальною науковою задачею. 
1. Мета та задачі дослідження. Метою роботи є 
розробка нових та вдосконалення існуючих ме-
тодів чисельного аналізу плоских стаціонарних 
фільтраційних течій у кусково-однорідному ґру-
нті. Для досягнення поставленої мети необхідно: 
– провести аналіз постановки крайової задачі для 
функції течії у кусково-однорідному ґрунті; 
– для крайової задачі відносно функції течії по-
будувати на основі методу R-функцій повну 
структуру розв’язку; 

– обґрунтувати застосування варіаційних методів 
для апроксимації невизначеної компоненти по-
будованої структурної формули. 
2. Постановка задачі. Розглянемо стаціонарну 
задачу напірної фільтрації у кусково-
однорідному ґрунті [9, 10, 14]. Позначимо через 

x y(v , v )=v  вектор швидкості фільтраційного по-
току. Вважатимемо виконаним закон Дарсі, від-
повідно до якого втрати напору при фільтрації 
пропорційні швидкості фільтрації. 
Аналіз плоских течій зручно проводити за допо-
могою функції течії, яка вводиться співвідно-
шеннями 

 xv
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Нехай область фільтрації Ω  обмежена непрони-
кними межами 1∂Ω  і 3∂Ω , які є лініями течії, та 
двома межами водойми 2∂Ω  і 4∂Ω , які є потен-
ціальними лініями. Крім того, нехай область фі-
льтрації Ω  заповнена двома типами ґрунтів, які 
займають підобласті 1Ω  і 2Ω  ( 1 2Ω = Ω Ω  і 

1 2int intΩ Ω =∅ ), а 12∂Ω  є лінією розділу двох 
ґрунтів. У цьому випадку коефіцієнт фільтрації є 
кусково-сталою функцією вигляду 
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де n  – нормаль до відповідної ділянки межі. 
Умови (5) задаються на лінії розділу двох ґрунтів 
і є умовами спряження. 
Величина Q  є невідомою сталою, що задає повні 
витрати рідини. Для її визначення слід викорис-
тати інтегральне співвідношення  
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де H′  – діючий напір. 
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3. Побудова структури розв’язку. Наявність 
умов спряження (5) та інтегральної умови (6) 
стає на заваді застосуванню до задачі (2) – (6) 
класичних чисельних методів. Застосуємо до 
розв’язання задачі (2) – (6) структурно-
варіаційний метод (метод R-функцій). 
Розв’язок задачі (2) – (6) шукатимемо у вигляді 
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а Q  знаходимо з рівності (6): 
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Відповідно до методу R-функцій побудуємо 
структуру розв’язку задачі (7) – (10). У роботі 
[12] доведено, що крайовим умовам (8), (9) задо-
вольняє жмуток функцій 
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де (x, y)Φ = Φ  – невизначена компонента струк-
тури, а 
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 2 4 2 4(x, y) (x, y) (x, y)− αω = ω ∧ ω , 
 1 3 1 3(x, y) (x, y) (x, y)− αω = ω ∧ ω . 
Тут функції (x, y)ω , i (x, y)ω , i 1, 2, 3, 4=    , побудо-
вані за допомогою конструктивного апарату тео-
рії R-функцій [15] такі, що: 
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Для того щоб задовольнити умовам спряження 
(10), розглянемо два випадки: коли межа кожної 
з підобластей 1Ω  і 2Ω  має непустий перетин з 
межею 1 2 3 4∂Ω = ∂Ω ∪∂Ω ∪∂Ω ∪∂Ω  області Ω  
(рис. 1) і коли ґрунт першого типу містить в собі 
включення ґрунту другого типу, тобто коли межа 
підобласті 2Ω  не перетинається з ∂Ω  (рис. 2). 
Нехай 12 0ω =  – нормалізоване рівняння лінії ро-
зділу ґрунтів 12∂Ω . 
У випадку, зображеному на рис. 1, для того, щоб 
задовольнити умовам спряження (10), зробимо у 
структурі (12) заміну змінних [15]: 
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 Рис. 2 
Тоді отримаємо повну структуру розв’язку задачі 
(7) – (10), яка при будь-якому виборі невизначе-
ної компоненти Φ  точно задовольняє всім кра-
йовим умовам (8) – (10). 
Для того щоб задовольнити умовам спряження 
(10) у другому випадку (див. рис. 2), скористає-
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мося підходом [18]. Функцію u(x, y)  шукатимемо 
у вигляді 
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де B( )Φ  визначається правою частиною структу-
ри (12); 12 0ω =  – нормалізоване рівняння лінії 
розділу ґрунтів 12∂Ω , причому 12 0ω >  в області 
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де n  – нормаль до 12∂Ω , яка смпрямована в 2Ω . 
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Помітимо, що функція вигляду (15) задовольняє 
на 12∂Ω  першій з умов спряження (10) при будь-
якому виборі сталої A . Тоді сталу A  слід обрати 
такою, щоб задовольнити другій з умов спря-
ження (10). Матимемо  
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Отже, формула 
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визначає загальну повну структуру розв’язку 
крайової задачі (7) – (10). 
4. Апроксимація невизначеної компоненти 
методом Рітца. У задачі (7) – (10) зробимо замі-
ну 
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функція. Зауважимо, що у випадку ситуації, зо-
браженої на рис. 1, аргументи у функції ϕ  мають 
бути замінені за формулами (13), (14). 
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розв’язком крайової задачі 

 1 v 1 v F
x (x, y) x y (x, y) y
   ∂ ∂ ∂ ∂

− − =   ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
 у Ω , (17) 

 
1 3

v 0∂Ω ∪∂Ω = , 
2 4

v 0
∂Ω ∪∂Ω

∂
=

∂n
, (18) 

 1 212 12
v v∂Ω ∂Ω= , 1 2

1 212 12

v v1 1

∂Ω ∂Ω

∂ ∂
=

κ ∂ κ ∂n n
,(19) 

де 1 1F
x x y y

 ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ = +   ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
. 

З задачею (17) – (19) пов’яжемо оператор A  цієї 
крайової задачі, який діє у просторі 2L ( )Ω  за 
правилом 

 1 v 1 vAv
x (x, y) x y (x, y) y
   ∂ ∂ ∂ ∂

= − −   ∂ κ ∂ ∂ κ ∂   
. (20) 

Вважатимемо, що область визначення AD  опера-
тора A  вигляду (20) складається з тих функцій з 

2L ( )Ω , які належать множині 
2 1

12C ( ) C ( \ )Ω ∩ Ω ∂Ω  та задовольняють крайові 
умови (18) і умови спряження (19). Зрозуміло, 
що AD  – лінеал. 
З’ясуємо, які властивості має оператор A  вигля-
ду (20). Зрозуміло, що A  – лінійний оператор. 
Розглянемо тепер скалярний добуток (Av, w) , де 
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Застосовуючи першу формулу Гріна [11, 16], 
отримаємо, що 
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де 12n  – нормаль до 12∂Ω , зовнішня по відно-
шенню до 1Ω , а 21n  – нормаль до 12∂Ω , зовнішня 
по відношенню до 2Ω  
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Для спрощення інтегралів за 12∂Ω  скористаємося 
тим, що 12 21= −n n  та функції v  і w  задовольня-
ють умовам спряження (19), тобто 

 1 212 12
v v∂Ω ∂Ω= , 1 2

1 212 12

v v1 1

∂Ω ∂Ω

∂ ∂
=

κ ∂ κ ∂n n
, 

 1 212 12
w w∂Ω ∂Ω= , 1 2

1 212 12

w w1 1

∂Ω ∂Ω

∂ ∂
=

κ ∂ κ ∂n n
. 

Тоді 

 1 2
1 2

1 12 2 2112 12

v v1 1w ds w ds
∂Ω ∂Ω

∂ ∂
+ =

κ ∂ κ ∂∫ ∫n n
 

 1 2
1 2

1 12 2 1212

v v1 1w w ds 0
∂Ω

 ∂ ∂
= − = κ ∂ κ ∂ 

∫ n n
. 

Отже, 

 1 v w v w(Av, w) dxdy
x x y yΩ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + κ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫∫  (21) 

і A  – симетричний оператор. 
Додатність оператора A  випливає з того, що для 
всіх Av D∈  
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причому через умови (11) рівність (Av, v) 0=  
можлива лише, якщо v 0= . 
Додатна означеність оператора A  доводиться 
аналогічно тому, як це було зроблено у [13], при 
цьому для всіх Av D∈  матиме місце нерівність 
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яка має місце для функцій u  з простору Соболє-
ва 1

2W ( )Ω . Тут Ω  – область з межею Ліпшиця 
∂Ω ; 1Γ  – відкрита частина межі ∂Ω  області Ω  
додатної міри Лебега; c 0>  – стала, залежна 
тільки від області Ω  і від 1Γ . 
Введемо на AD  енергетичний добуток [v, w] , 
поклавши відповідно до (21) для будь-яких 

Av, w D∈  

 1 v w v w[v, w] dxdy
x x y yΩ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + κ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫∫  

і отримаємо енергетичний простір AH  оператора 
A  вигляду (20), поповнюючи AD  у сенсі збіжно-
сті за енергетичною нормою 

 
22

A
1 v vv [v, v] dxdy

x yΩ

  ∂ ∂  = = +   κ ∂ ∂     
∫∫ . 

Тоді відповідно до теореми про функціонал ене-
ргії [11] задача (17) – (19) за умови 2F L ( )∈ Ω  має 

у AH  єдиний (узагальнений) розв’язок v∗ , який 
є точкою мінімуму у AH  функціонала енергії 

 2
AJ[v] v 2(F, v)= − =  

 
221 v v 2Fv dxdy

x yΩ

   ∂ ∂   = + −   κ ∂ ∂      
∫ . 

Наближений розв’язок варіаційної задачі 

v HA
J[v] inf

∈
→  шукатимемо методом Рітца у вигля-

ді 
n

n k k
k 1

v c
=

= ϕ∑ . 

У випадку, зображеному на рис. 1, відповідно до 
структури (12) координатну послідовність k{ }ϕ  
складатимуть функції 

 (2 4)1 3 2 4
k 1 3 k 1 3 k1

1 3 2 4
D ( )−− −

− −
− −

ω ω
ϕ = ω τ − ω τ

ω +ω
, 

де змінні x  і y  замінені за формулами (13), (14), 
а у випадку, зображеному на рис. 2, відповідно 
до структури (16) координатну послідовність 

k{ }ϕ  складемо з функцій 

 
k 1

(1 2)k 1 2
k 1 2 k 21

1

, (x, y) ;

D , (x, y) ,−
−

χ ∈Ω
ϕ = κ − κχ − ω χ ∈Ω κ
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де  (2 4)1 3 2 4
k 1 3 k 1 3 k1

1 3 2 4
D ( )−− −

− −
− −

ω ω
χ = ω τ − ω τ

ω +ω
. 

Тут k{ }τ  – будь-яка повна у 2L ( )Ω  система фун-
кцій (степеневі чи тригонометричні поліноми, 
сплайни тощо). 
Тоді в кожному з цих випадків для визначення 
сталих kc , k 1, 2, ..., n=    , маємо систему лінійних 
алгебраїчних рівнянь (систему Рітца) 

 
n

k j k j
k 1

[ , ]c (F, )
=

ϕ ϕ = ϕ∑   , j 1, 2, ..., n=    , 

де 

 j jk k
k j

1[ , ] dxdy
x x y yΩ

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
ϕ ϕ = + κ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫ , 

 j j(F, ) F dxdy
Ω

ϕ = ⋅ϕ∫ , k, j 1, 2, ..., n=    . 

Із загальних теорем збіжності метода Рітца [11] 
випливає збіжність n{v }  до v∗  як у енергетичній 
нормі, так і у нормі 2L ( )Ω . 

Тоді функцію u v∗ ∗= ϕ+  можна розглядати як 
узагальнений розв’язок задачі (7) – (10), до якого 
у нормі 2L ( )Ω  збігатиметься послідовність на-
ближених розв’язків n{u } цієї задачі, яка форму-
ється за правилом n nu v= ϕ+ .  
Отже, справджується така теорема. 
Теорема. Нехай 2F L ( )∈ Ω . Тоді послідовність 
 n n nQ uψ = , 
де 

 
1

n
n

3

u1Q H ds
−

∂Ω

 ∂ ′= − ⋅ ⋅
 κ ∂ 
∫ n

, n nu v= ϕ+ , 

збігається у 2L ( )Ω  до єдиного узагальненого 
розв’язку задачі (2) – (6). 
5. Висновки. Розглянуто постановку задачі роз-
рахунку стаціонарної фільтраційної течії у кус-
ково-однорідному ґрунті. Для відповідної крайо-
вої задачі отримано структуру розв’язку та об-
ґрунтовано застосування методу Рітца для апро-
ксимації невизначеної компоненти. 
Отже, отримано подальший розвиток застосу-
вання структурного методу (методу R-функцій) у 
математичному моделюванні фізико-механічних 
полів, а також вдосконалено метод математично-
го моделювання фільтраційних течій у частині 
урахування у чисельному методі додаткового ін-
тегрального співвідношення для знаходження 
повних витрат рідини та умову спряженості на 
лінії розділу двох ґрунтів. 
 

Отримані результати можна поширити на інші 
математичні моделі теорії фільтрації, а також за-
стосувати у розв’язанні прикладних задач, 
пов’язаних з розрахунком фільтраційних течій. 
Це і визначає наукову новизну та практичну зна-
чущість отриманих у роботі результатів. 
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