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кода с битом паритета для двоичного асимметричного 
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наруживаемости ошибочного перехода, а также зави-
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1. Постановка и анализ проблемы 
Двоичные коды с битом паритета или проверкой 
на четность (нечетность) являются одними из 
известных и широко используемых в информа-
ционных системах различного назначения [1–3]. 
Широкое распространение они получили благо-
даря простому алгоритму получения на основе 
операции "сумма по модулю два". Обнаружение 
ошибок для таких кодов заключается в контроле 
числа двоичных единиц в кодовой комбинации с 
использованием дополнительного разряда – бита 
паритета. Значение бита паритета должно допол-
нять число двоичных единиц исходной комбина-
ции до четного значения при контроле по четно-
сти и нечетного значения при контроле по не-
четности. Нарушение четности (нечетности) 
единиц для комбинации с битом паритета озна-
чает появление в ней ошибки вследствие дей-
ствия помехи в канале связи или возникновения 
аппаратурного сбоя. 
На сегодняшний день оценка ошибкообнаружи-
вающей способности рассматриваемых кодов 
проведена только для двоичного симметричного 
канала связи без памяти [1 – 3]. Но на практике в 
большинстве случаев имеют дело с асимметрич-
ными каналами передачи, для которых вероятно-
сти 01p  и 10p  ошибочных переходов (0→1) и 
(1→0) не равны друг другу. Поэтому оценка 
ошибкообнаруживающей способности кодов с 
проверкой на четность (нечетность) и ее анализ 
для случая двоичного асимметричного канала 
передачи представляет собой актуальную задачу. 
2. Определение условия необнаруживаемости 
ошибочных переходов 
Используя признак четности числа k  единиц как 
признак эквивалентности, множество U  всех 
возможных n -разрядных двоичных комбинаций, 
представляемое как универсум, можно разбить 
на классы A  и B  – непересекающиеся подмно-
жества двоичных слов с четным и нечетным чис-
лами единиц соответственно: U A B= ∪ . Оче-
видно, что для кода с проверкой на четность 

подмножество A  представляет собой класс раз-
решенных, а подмножество B  – класс запрещен-
ных комбинаций. Для кода с проверкой на не-
четность подмножества A  и B  меняются места-
ми. В качестве количественной меры ошибкооб-
наруживающей способности кодов воспользуем-
ся таким критерием как вероятность ноP  необна-
руживаемой ошибки [4]. 
Теорема 1. Пусть ia A∈  и xb B∈  – двоичные 
слова с битом четности и нечетности соот-
ветственно. Для получения j ia a  и y xb b  
суммарное число прq  переходов вида (0→1) и 
(1→0) должно быть четным, где i, j 1, 2,...,| A |= , 

i j≠  и x, y 1,2,...,| B |= , x y≠ . 
Доказательство .  Поскольку j ia a  и y xb b , 
то в соответствии со свойством эквивалентности: 

ja A∈  и yb B∈ . Отсюда следует, что число jk  
единиц в слове ja  является четным, а число yk  
единиц в слове yb  – нечетным, и при этом они 
должны быть равны: 

j i 01 10 ik k q q k= + − = + ∆ ,   (1) 
y x 01 10 xk k q q k= + − = + ∆ ,  (2) 

где ik  и xk  – числа двоичных единиц в ia  и xb  
соответственно; 

01q  и 10q  – количество переходов вида (0→1) и 
(1→0) соответственно, сумма которых равна 

пр 01 10q q q= + , а разность – 01 10q q∆ = − . 
Определим условия, при которых jk  будет чет-
ным, a yk  – нечетным. По определению четность 
чисел jk  и ik  означает, что их можно предста-
вить в виде jk 2m= , ik 2r= , a нечетность для yk  
и xk  означает их представление как yk 2c 1= + , 

xk 2d 1= + , где m , r , c  и d  – простые числа [5]. 
Предположим, что ∆  в выражениях (1) и (2) 
имеет нечетное значение. Тогда, представив его 
как 2h 1∆ = + , где h  – простое число, получим 

( )j ik k 2r 2h 1 2 r h 1 2m 1,= + ∆ = + + = + + = +  
( )

( )
y xk k 2d 1 2h 1 2 d h 2  

2 d h 1 2c ,

= + ∆ = + + + = + + =

= + + =  
т.е. jk  – нечетное, yk  – четное число. Это озна-
чает ja A∉  и yb B∉ , что противоречит условию 
теоремы. Таким образом, наше предположение 
неверное, и 01 10q q∆ = −  имеет четное значение. 
Следовательно, если разность 01q  и 10q  имеет 
четное значение, то их сумма np 01 10q q q= +  так-
же представляет собой четное число, что и тре-
бовалось доказать. 
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Следствие. Для получения j ia a  и y xb b  чис-
ла 01q  и 10q  переходов вида (0→1) и (1→0) од-
новременно являются или четными, или нечет-
ными. 
Справедливость следствия теоремы 1 вытекает 
из того факта, что сумма np 01 10q q q= +  будет 
четной только в двух случаях, когда одновре-
менно обе слагаемые суммы являются четными 
или, наоборот, нечетными. 
Как следует из теоремы 1, условием появления 
необнаруживаемых ошибок для кода с проверкой 
как на четность, так и на нечетность является 
четное число прq  поразрядных ошибочных пе-
реходов (0→1) и (1→0), которое в свою очередь 
определяет одновременность четности или не-
четности значений 01q  и 10q . 
3. Определение количества вариантов перехо-
дов комбинации с битом паритета 
Полученное условие необнаруживаемости оши-
бочных переходов позволяет выявить количество 
вариантов переходов в разрешенную комбина-
цию − 

i ja a→  или x yb b→ , 
или запрещенную – 

i xa b→  или x ib a→ . 
Теорема 2. Двоичное слово с битом паритета ia  
или xb  имеет количество вариантов перехода в 

j ia a  или, соответственно, y xb b , равное 
m 1 k 1

2 2 2 12 1
1 m k

0 0
R C C

− −   
       β+α+

α= β=
= ∑ ∑    (3) 

при нечетных 01q  и 10q , и равное 
m k
2 2 22

2 m k
0 0

R C C 1

   
       βα

α= β=
= −∑ ∑    (4) 

при четных 01q  и 10q , где i ja ,a A∈  и x yb ,b B∈ ; 
n  – разрядность комбинаций; k  – число двоич-
ных единиц, m n k= − . 
Доказательство.  В соответствии с основным 
правилом комбинаторики [5] число переходов r  
вида i ja a→  и x yb b→ , i j≠ , x y≠  при заданных 
n  и k  определяется как произведение числа ва-
риантов переходов (0→1) на число вариантов 
переходов (1→0). Эти числа, в свою очередь, 
определяются как сочетание числа 01q  нулевых 
разрядов, изменяющих свое значение, из общего 
числа нулей m  и сочетание числа 10q  единич-
ных разрядов, изменяющих свое значение, из 
общего числа единиц k . Таким образом, 

qq 1001m kr C C= ,    (5) 

где 01q  и 10q  принимают только нечетные или 
только четные значения. Представим нечетные 
числа 01q  и 10q  как 01q 2 1= α +  и 10q 2 1= β+ , где 
α  и β  – целые положительные числа. Так как 

011  q   m≤ ≤  и 101 q   k≤ ≤ , то ( )0 m 1 2≤ α ≤ −    и 

( )0 k 1 2≤ β ≤ −   . Тогда, используя (5) и вычис-
ленные пределы изменения α  и β , число пере-
ходов i ja a→  или x yb b→ , i j≠ , x y≠ , при не-
четных 01q  и 10q  можно определить как 

m 1 k 1
2 2 2 12 1

1 m k
0 0

R C C

− −   
       β+α+

α= β=
= ∑ ∑ . 

Теперь представим четными 01q 2= α  и 10q 2= β . 
Аналогично рассуждая и вычисляя пределы из-
менения 01q  и 10q  для этого случая, получаем, 
что число переходов i ja a→  или x yb b→ , i j≠ , 
x y≠ , при четных 01q  и 10q  определяется сле-
дующим образом (без учета перехода в правиль-
ную комбинацию, когда 0α =  и 0β = ): 

m k
2 2 22

2 m k
0 0

R C C 1

   
       βα

α= β=
= −∑ ∑ , 

что и требовалось доказать. 
Принимая во внимание общий случай, когда 

n 1| А |  | B | 2 −= = , то, очевидно, должно выполнять-

ся равенство n 1
1 2R R 1 2 −+ + =  ( n -й разряд – бит 

паритета). Действительно, так как согласно [5] 
m 1 m

2 22 1 2 m 1
m m

0 0
C C 2

−   
      α+ α −

α= α=
= =∑ ∑ и 

k 1 k
2 22 1 2 k 1

k k
0 0

C C 2

−   
      β+ β −

β= β=
= =∑ ∑ , 

то, предварительно сгруппировав индексируе-
мые переменные по соответствующим суммам, 

m 1 k 1
2 2 2 12 1

1 2 m k
0 0

m k
2 2 22

m k
0 0

m 1 k 1 m 1 k 1 m k 1 n 1

R R 1 C C

C C 1 1

2 2 2 2 2 2 .

− −   
       β+α+

α= β=

   
       βα

α= β=

− − − − + − −

+ + = +

+ − + =

= + = =

∑ ∑

∑ ∑  

Теорема 3. Двоичное слово ia  или xb  с битом 
паритета имеет количество вариантов перехо-
дов соответственно в xb  или ia , равное 

m 1 k
2 2 22 1

3 m k
0 0

R C C

−   
       βα+

α= β=
= ∑ ∑    (6) 
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при нечетном 01q  и четном 10q , и равное 
m k 1
2 2 2 12

4 m k
0 0

R C C

−   
       β+α

α= β=
= ∑ ∑    (7) 

при четном 01q  и нечетном 10q , где ia A∈  и 
xb B∈ , n  – разрядность комбинаций; k  – число 

двоичных единиц, m n k= − . 
Доказательство теоремы 3 проводится аналогич-
но доказательству теоремы 2 с учетом того, что к 
переходу i xa b→  или x ib a→  приводят нечетное 

01q  и четное 10q  или, наоборот, четное 01q  и 
нечетное 10q  число поразрядных переходов. 

Также можно показать, что n 1
3 4R  R   2 −+ = . 

4. Определение вероятностей необнаруживае-
мой и обнаруживаемой ошибок при заданном 
канале передачи 
Развернутые выражения для чисел 1R , 2R , 3R  и 

4R  вариантов переходов являются необходимы-
ми для следующего этапа анализа ошибкообна-
руживающей способности кода с битом парите-
та. 
Рассмотрим асимметричную двоичную модель 
канала передачи информации без памяти как 
наиболее часто встречаемую на практике. Мо-
дель такого канала задается переходными веро-
ятностями 01p  и 10p , где 01 00p 1 p= −  и 

10 11p 1 p= − . 
Теорема 4. Для кодовой комбинации ia  и xb  с 
битом паритета вероятность перехода вида 

i ja a→  и x yb b→  при заданных n  и k , где i j≠ ; 

x y≠ ; i, j, x  n 1y 1,..., (2 1)−= −  и j ia a , y xb b  для 
асимметричного двоичного канала без памяти 
равна 

[ ]

[ ]

[ ] [ ]

m 1 k 1
2 2 m (2 1) (2 1)2 12 1

k m 00 01k
0 0

k (2 1) (2 1)
11 10

m k
2 2 m 2 k 22 22 2 m k

m 01 00 1100 11 10k
0 0

V C C p p

p p

C C p p p p p p .

− −   
       − α+ α+β+α+

α= β=

− β+ β+

   
       − α − ββ βα α

α= β=

= ×

× +

+ −

∑ ∑

∑ ∑

(8) 

Доказательство .  Поскольку разрядные пере-
ходы (0→1) и (1→0) для заданной модели канала 
являются независимыми и несовместными собы-
тиями, то вероятность появления комбинации 

j ia a  путем пр 01 10q q q= +  переходов определя-
ется как 

( ) [ ] [ ]m q k qq q01 1001 10
j 00 01 11 10p a p p p p− −= .  (9) 

Используя из теоремы 2 количество 1R  вариан-
тов переходов при нечетных 01q , 10q  и пред-

ставления 01q 2 1= α + , 10q 2 1= β+ , для вероятно-
сти появления j ia a  можно записать 

( )
[ ] [ ]

m 1 k 1
2 2 2 12 1

1 1 j m k
0 0

m (2 1) k (2 1)(2 1) (2 1)
00 01 11 10

P R p a C C

p p p p .

− −   
       β+α+

α= β=

− α+ − β+α+ β+

= = ×

×

∑ ∑  (10) 

При четных 01q  и 10q  необходимо использовать 
значение 2R , представления 01q 2= α  и 10q 2= β  
и учесть, что существует правильный переход 

i ia a→ , вероятность которого 

( ) m k
i i 00 11p a a p p→ = .   (11) 

Тогда вероятность появления j ia a  в этом слу-
чае 

( ) ( ) ( )

[ ] [ ]

2 2 j i i

m k
2 2 m 2 k 22 22 2 m k

m 01 00 1100 11 10k
0 0

P R 1 p a p a a

C C p p p p p p .

   
       − α − ββ βα α

α= β=

= + − → =

= −∑ ∑
(12) 

Вероятность kV  появления любого ja A∈  в слу-
чае как нечетных, так и четных 01q  и 10q  пред-
ставляет собой сумму вероятностей 1P  и 2P : 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

m 1 k 1
2 2 2 12 1

k 1 2 m k
0 0

m (2 1) k (2 1)(2 1) (2 1)
00 01 11 10

m k
2 2 m 2 k 22 22 2 m k

m 01 00 1100 11 10k
0 0

V P P C C

p p p p

C C p p p p p p .

− −   
       β+α+

α= β=

− α+ − β+α+ β+

   
       − α − ββ βα α

α= β=

= + = ×

× +

+ −

∑ ∑

∑ ∑

 

что и требовалось доказать. 
Имея теорему 3, легко доказать теорему 5. 
Теорема 5. Для кодовой комбинации ia  и xb  с 
битом паритета вероятность перехода вида 

i xa b→  или x ib a→  при заданных n  и k , где 
n 1i, x 1,..., 2 −= , для асимметричного двоичного 

канала без памяти равна 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

m 1 k
2 2 22 1

k m k
0 0

m (2 1) k 2(2 1) 2
00 01 11 10

m k 1
2 2 m 2 k (2 1) (2 1)2 12 2

m 0100 11 10k
0 0

Z C C

p p p p

C C p p p p .

−   
       βα+

α= β=

− α+ − βα+ β

−   
       − α − β+ β+β+α α

α= β=

= ×

× +

+

∑ ∑

∑ ∑

(13) 

Теорема 6. Для кода с битом паритета 
( )k k i iV Z p a a 1+ + → = . 

Доказательство .  Чтобы доказать данное тож-
дество, определим множество пар значений ин-
дексов в суммах (8), (13). При этом следует 
учесть, что 010 q m≤ ≤ , а 100 q k≤ ≤ . В выраже-
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нии (8) числа переходов (0→1) и (1→0) являются 
или одновременно нечетными 01q 2 1= α +  и 

10q 2 1= β+ , или одновременно четными 01q 2= α  
и 10q 2= β , т.е. составляют следующее множество 
пар {( 2 1α + , 2 1β+ ); ( 2α , 2β )}. В выражении (13) 
при четном 01q  число 10q  должно быть нечет-
ным, и наоборот, при нечетном 01q  число 10q  – 
четное, т.е. имеется множество пар {( 2 1α + , 2β ); (
2α , 2 1β+ )}. При объединении рассматриваемых 
множеств пар обнаружим, что формируется 
множество всех пар {( 01q , 10q ): 010 q m≤ ≤ , 

100 q k≤ ≤ }. Таким образом, вместо α  и β  мож-
но ввести индексы 01q  и 10q  соответственно, 
принимающие значения всех целых чисел на со-
ответствующих числовых отрезках [0; m ] и [0; 
k ]. Это позволяет объединить суммы в выраже-
ниях (8), (13). Результатом объединения с учетом 
(11) является следующее выражение, которое 
представляет собой сумму вероятностей перехо-
дов ia  в любую другую комбинацию ru U∈ , где 

nr 0,1,..., 2 1= − : 
( )k k i i

m k q (m q ) q (k q ) qq 10 01 01 10 1001m 00 01 11 10k
q 0 q 001 10

V Z p a a

C C p p p p 1.− −

= =

+ + → =

= =∑ ∑
(14) 

Переходы i ra u→  в (14) представляют собой 
полную группу событий, поэтому сумма их ве-
роятностей должна быть равна 1, что и требова-
лось доказать. 
5. Определение ошибкообнаруживающей спо-
собности кода при заданных источнике ин-
формации и канале передачи 
При заданной модели канала (известных 01p  и 

10p ) вероятности kV , kZ  и i ip(u u )→  являются 
величинами, зависящими от свойств n  и k  дво-
ичного слова iu , появление которого, в свою 
очередь, зависит от распределения вероятностей 

ip(s )  двоичных ( n -1)-разрядных слов hs  источ-

ника S  информации, hs S∈ , n 1h 0,1,..., 2 −= . Таким 
образом, для кода с битом четности при задан-
ных источнике информации и канале передачи 
вероятности правильной передачи прP , необна-
руживаемых ноP  и обнаруживаемых обP  ошибок 
соответственно равны 

( )
|A|

пр i i i
i 1

P p a [k] p(a a )
=

= →∑ ,  (15) 

( )
|A|

но i k
i 1

P p a [k] V
=

= ∑ , ( )
|A|

об i k
i 1

P p a [k] Z
=

= ∑ , (16) 

где ( )ip a [k]  – вероятность появления кодовой 
комбинации с битом четности. 

В случае кода с битом нечетности в выражениях 
(15), (16) для вероятностей прP , ноP  и обP  об-
ласть суммирования A заменяется на B, а эле-
менты суммирования ia [k]  – на xb [k] . Основы-
ваясь на теореме 6, можно показать, что сумма 
вероятностей пр но обP P P+ +  для кода с битом как 
четности, так и нечетности равна 1. 
Непересекающиеся подмножества A и B 
( A B U∪ = ) для кода с битом паритета можно 
разбить на классы эквивалентности kA  и kB , 
содержащие двоичные n-разрядные слова 

i ka [k] A∈  и x kb [k] B∈  с числом k  единиц, 
0 k n≤ ≤  ( n -й разряд представляет собой бит па-
ритета). При этом классы kA  имеют признак эк-
вивалентности, равный четным значениям и ну-
лю, а классы kB  – нечетным значениям числа k . 
Очевидно, что 

n 2

2
0

A A
  

β
β=

=


, 
( )n 1 2

2 1
0

B B
−  

β+
β=

=


. 

Число n -разрядных комбинаций с k единицами 
– k

nC , тогда мощности подмножеств 2A β  и 2 1B β+   
равны 

2
2 n| A | C β
β =  и 

2 1
2 1 n| B | C β+
β+ = , 

где 0 n 2≤ β ≤     для kA , ( )0 n 1 2≤ β ≤ −    для 
kB . Принимая во внимание известное рекур-

рентное соотношение для биномиальных коэф-
фициентов [5] 

k k k 1
n n 1 n 1C C C −

− −= + , 
можно записать 

2 1 2
2 n 1 n 1| A | C Cβ− β
β − −= +  и 

2 2 1
2 1 n 1 n 1| B | C Cβ β+
β+ − −= + ,   (17) 

что согласуется с алгоритмом построения рас-
сматриваемого кода: дополнительный n -й раз-
ряд может иметь нулевое значение, если число k  
единиц исходного ( n -1)-разрядного слова hs  
соответствует условию паритета, или единичное, 
если не соответствует. Как следует из теорем 4 и 
5, каждому классу kA  или kB  соответствуют 
значения kV  или kZ . 
Для известного источника информации Бернулли 
вероятность hp(s [r])  появления исходного дво-
ичного ( n -1)-разрядного слова is  с числом r  
единиц имеет вид 

r n r 1
h 1 0p(s [r]) p p − −= , 

где 1p  и 0p  – вероятности появления двоичных 
единицы и нуля соответственно. 
При этом если дополнительный n -й разряд с 
битом паритета nz 0= , то r k= , в противном 
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случае, когда nz 1= , r k 1= − . Очевидно, что для 
кода с битом по четности 

i i ip(a [2 ]) p(s [2 1]) p(s [2 ])β = β− + β   (18) 

при 0 n 2≤ β ≤    , или по нечетности 
x x xp(b [2 1]) p(s [2 ]) p(s [2 1])β+ = β + β+  (19) 

при ( )0 n 1 2≤ β ≤ −   . 
Для определения вероятностей прP , ноP  и обP  
выполним группирование двоичных слов 

i ka [k] A∈  и x kb [k] B∈  в выражениях (15), (16) по 
числу k  находящихся в них единиц. Учитывая 
(17), (18)? в результате для кода с контролем по 
четности получаем 

( )
n 2

n 2 2
пр 2 1 2 00 11

0
P P P p p

   − β β
β− β

β=
= + ⋅∑ , (20) 

( )
n 2

но 2 1 2 2
0

P P P V
  

β− β β
β=

= + ⋅∑ ,  (21) 

( )
n 2

об 2 1 2 2
0

P P P Z
  

β− β β
β=

= + ⋅∑ ,  (22) 

где kP  – вероятность признака k  эквивалентно-
сти: 

k k n k 1
k n 1 1 0P C p p − −

−= .   (23) 
Учитывая (17), (19), но уже для кода с контролем 
по нечетности получаем 

( )
( )n 1 2

n 2 1 2 1
пр 2 2 1 00 11

0
P P P p p

−   − β− β+
β β+

β=
= + ⋅∑ , (24) 

( )
( )n 1 2

но 2 2 1 2 1
0

P P P V
−  

β β+ β+
β=

= + ⋅∑ ,  (25) 

( )
( )n 1 2

об 2 2 1 2 1
0

P P P Z
−  

β β+ β+
β=

= + ⋅∑ .  (26) 

6. Заключение 
Таким образом, для кода с битом паритета опре-
делены вероятности kV  необнаруживаемой и kZ  
обнаруживаемой ошибок, которые в совокупно-
сти характеризуют ошибкообнаруживающую 
способность кода для случая как асимметрично-
го, так и симметричного канала без памяти. По-
лученные выражения (8), (13) для кода с битом 
паритета позволят выделить область эффектив-
ного использования одного из наиболее широко 
применяемых кодов и провести сравнительную 
оценку рассматриваемого кода с другими в зави-
симости от модели канала передачи. На основе 
оценок (21), (25) более четкой представляется 
разработка способов повышения ошибкообнару-
живающей способности кода с битом паритета 
при неизменных канале связи и мощности кода. 
Найденные расчетные соотношения можно рас-
пространить на другие ошибкообнаруживающие 
и корректирующие коды, в основе построения 

которых лежит операция "сумма по модулю 2", 
например, итеративные, плоскостные, коды 
Хэмминга. 
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