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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ R-ФУНКЦІЙ  
ДО ЧИСЕЛЬНОГО АНАЛІЗУ В’ЯЗКИХ ТЕЧІЙ  
У ОБЛАСТЯХ ЗІ ЗМІННОЮ МЕЖЕЮ 
ПОЛКОВНИЧЕНКО Є.Ю. 
Розглядається нестаціонарна течія в’язкої рідини в 
області, форма якої змінюється з плином часу. Для ві-
дповідної початково-крайової задачі відносно функції 
течії пропонується метод її чисельного аналізу, засно-
ваний на використанні методу послідовних набли-
жень, методу R-функцій та методу Гальоркіна. Наво-
дяться результати обчислювального експерименту. 
Ключові слова: нестаціонарна течія в’язкої рідини, 
область з рухомою межею, функція течії, метод пос-
лідовних наближень, метод Гальоркіна метод R-
функцій. 
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Вступ. Задача дослідження течій в’язкої нестис-
ливої рідини часто виникає при аналізі реальних 
течій в науці та техніці. В останні роки сфера до-
слідження і застосування явищ, пов’язаних з ру-
хом рідини, постійно розширюється і охоплює 
провідні напрямки промисловості та ряд природ-
ничих наук. При цьому виникає необхідність до-
сліджувати течії, в яких нестаціонарність прояв-
ляється залежно не тільки від часу характеристик 
течії, а й від часу області, в якій течія розгляда-
ється.  
Існуючі чисельні методи аналізу в’язких течій 
(метод скінченних різниць, скінченних елементів 
та ін. [9, 13, 14]) прості в реалізації, але не мають 
необхідної властивості універсальності – при пе-
реході до нової області (особливо некласичної 
геометрії) необхідно генерувати нову сітку, а ча-
сто і замінювати складні ділянки межі простими, 
складеними, наприклад, з відрізків прямих. 
Точно врахувати геометричну інформацію, що 
входить до постановки задачі, можна скористав-
шись конструктивним апаратом теорії R-
функцій, запропонованим акад. НАН України 
В.Л. Рвачовим [8]. Для розрахунку в’язких течій 
метод R-функцій застосовувався у роботах [1 – 3, 
5, 10 – 12], однак в’язкі течії в областях з рухо-
мою (такою, що змінює з часом форму) межею за 
допомогою методу R-функцій не вивчалися. 
Отже, розробка нових та вдосконалення існую-
чих методів чисельного аналізу в’язких течій є 
актуальною науковою задачею. 
Дана робота продовжує дослідження, розпочаті у 
[7], і розповсюджує їх на випадок течій, які не 

можна вважати повільними. 
1. Мета та задачі дослідження. Метою роботи є 
розробка нових та вдосконалення існуючих ме-
тодів чисельного аналізу плоских нестаціонар-
них течій в’язкої рідини в областях з рухомою 
межею. Для досягнення поставленої мети необ-
хідно: 
– сформулювати задачу моделювання течії 
в’язкої рідини в областях з рухомою межею; 
– розробити метод розв’язання задачі моделю-
вання течії в’язкої рідини в областях з рухомою 
межею, заснований на спільному застосуванні 
методів послідовних наближень, R-функцій і Га-
льоркіна; 
– провести обчислювальні експерименти. 
2. Постановка задачі. Розглянемо плоску неста-
ціонарну течію в’язкої нестисливої рідини в об-
ласті (t)Ω , форма якої змінюється з плином часу 
t . Нехай область (t)Ω  є двозв’язною і її межа 

(t)∂Ω  складається з зовнішнього контура 0∂Ω , 
який вважатимемо незмінним в часі, і внутріш-
нього контура 1(t)∂Ω , форма якого з плином часу 
може змінюватися. 
Вважатимемо, що межі області є непроникними 
твердими стінками, зовнішня межа нерухома, а 
течія в (t)Ω  розвивається із стану спокою та ви-
кликана обертанням внутрішнього контура 

1(t)∂Ω . Потрібно визначити поле швидкостей 

x y(v , v )  течії в області (t)Ω  в моменти часу 

t 0> . 
Математичне моделювання плоских течій зручно 
проводити за допомогою функції течії (x, y, t)ψ , 
яка вводиться співвідношеннями [4] 

 xv
y

∂ψ
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∂

,   yv
x
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= −

∂
. 

Для функції течії (x, y, t)ψ  можна поставити таку 
початково-крайову задачу: 
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де Re  – число Рейнольдса; c(t)  – деяка невідома 
функція від t ; n  – зовнішня нормаль до межі об-
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ласті (t)Ω ; 
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∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂

 – бігармоні-

чний оператор. 
Функція g(t)  задається, виходячи із заданої на 

1(t)∂Ω  швидкості рідини [10]. Функцію c(t)  пот-
рібно знайти із умови однозначності тиску в 
многозв’язній області, яка має вигляд [11] 
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де 
2 2

2 2x y
∂ ∂
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 – оператор Лапласа. 

Позначимо 0 1(t) (t)∂Ω = ∂Ω ∂Ω . 
3. Метод чисельного аналізу. Для розв’язання 
завдання (1) – (5) скористаємося методами пос-
лідовних наближень і R-функцій [8]. 
Послідовні наближення формуватимемо за схе-
мою (нехай початкове наближення (0)ψ  задано і 

побудовано наближення (k)ψ ): 

 
(k 1) (k) (k)

2 (k 1)1
t y x

+
+∂∆ψ ∂ψ ∂∆ψ

− + ∆ ψ = −
∂ ∂ ∂Re

 

 
(k) (k)

x y
∂ψ ∂∆ψ

−
∂ ∂

  (x, y) (t)∀ ∈Ω , t 0> , (6) 

 (k 1)
t 0

0+
=

ψ = , (7) 

 (k 1)

0
0+

∂Ω
ψ = ,   (k 1) (k 1)

(t)1
c (t)+ +

∂Ω
ψ = , (8) 

 
(k 1)

0

0
+

∂Ω

∂ψ
=

∂n
,   

(k 1)

(t)1

g(t)
+

∂Ω

∂ψ
=

∂n
, (9) 

 
(k 1)

(t)1

ds 0
+

∂Ω

∂∆ψ
=

∂∫ n

. (10) 

За початкове наближення (0)ψ  можна взяти, на-
приклад, наближення Стокса [7]. 
Для розв’язання задачі (6) – (10) на кожній ітера-
ції скористаємося принципом суперпозиції і ме-
тодом R-функцій. Відповідності до принципу су-
перпозиції [11] розв’язок задачі (6) – (10) подамо 
у вигляді суми 
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де (k 1)
0 (x, y, t)+ψ  – розв’язок задачі 
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а (k 1)
1 (x, y, t)+ψ  – розв’язок задачі 
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Тоді, підставивши (11) в (10), отримаємо, що 
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Структури розв’язку початково-крайових задач 
(12) – (15) і (16) – (19) будуються аналогічно то-
му, як це було зроблено в [10, 11], і мають ви-
гляд: 

 20
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, (20) 
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 ω ω
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, (21) 

де 0Φ , 1Φ  – невизначені компоненти, оператор 

1D  визначається рівністю 1D
x x y y
∂ω ∂ ∂ω ∂

= +
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. 

Функції (x, y, t)ω = ω , 0 0 (x, y)ω = ω , 1 1(x, y, t)ω = ω , 
що входять в (20), (21), будуються за допомогою 
методу R-функцій [8] і повинні задовольняти 
умови: 
при будь-якому t 0≥  
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при будь-якому t 0≥  
 1 0ω =  на 1(t)∂Ω ; 1 0ω >  у 0(t)Ω ∂Ω ; 
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∂ω
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 на 1(t)∂Ω . 

Отже, функція (k 1)
0
+ψ  вигляду (20) при будь-

якому виборі невизначеної компоненти 0Φ  точ-
но задовольняє крайовим умовам (14), (15), а фу-
нкція (k 1)

1
+ψ  вигляду (21) при будь-якому виборі 

невизначеної компоненти 1Φ  точно задовольняє 
крайовим умовам (18), (19). 
Для апроксимації невизначених компонент в 
структурних формулах можна скористатися ме-
тодом Гальоркіна для нестаціонарних задач [6]. 
У задачі (12) - (15) зробимо заміну 
 (k 1)

0 00 u+ψ = ϕ + , (22) 

де 0
0
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ω +ω
, 0u  – нова невідома функція. 

В цьому випадку для функції 0u (x, y, t)  отримає-
мо початково-крайову задачу з однорідними кра-
йовими умовами: 
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Відповідно до методу Гальоркіна для нестаціо-
нарних задач розв’язок задачі (23) – (25) шука-
тимемо у вигляді 
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де 0, kc (t)  – невідомі функції, k 1, 2, ..., n=    ; 
2
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кції; k (x, y)τ  , k 1, 2, ...=   , – будь-яка повна в 

2L ( (0))Ω  система функцій. 
Функції 0,1 0, nc (t), ..., c (t)   знайдемо з умови орто-
гональності нев’язки: 
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отриманої підстановкою (26) до (23), першим n  
координатним функціям 1 n, ...,ϕ ϕ  . 
Це призводить до системи звичайних диференці-

альних рівнянь 
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 j 1, 2, ..., n=    . 
Застосовуючи першу і другу формули Гріна і з 
огляду на крайові умови (25), скалярний добуток 
у (27) можна привести до вигляду: 
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Тоді система (27) набуде вигляду 
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Введемо в розгляд матриці jk j, k 1, nA(t) [a (t)] ==   , 

jk j, k 1, nB(t) [b (t)] ==    та вектори j j 1, n(t) [f (t)] ==f  , 

0 0, k k 1, n(t) [c (t)] ==c   , де 

 jk k j L ( (t))2a (t) ( , ) Ω= ∇ϕ ∇ϕ , 
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Тоді система звичайних диференціальних рів-
нянь (28) у матричному вигляді запишеться так: 
 0 0A(t) (t) B(t) (t) (t)+ =c c f . (29) 

Початкові умови 0
0, k 0, kc (0) c=  , k 1, 2, ..., n=    , для 

системи (29) отримаємо з умови ортогональності 
нев’язки 
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одержаної підстановкою (26) до (24), першим n  
координатним функціям 1 n, ...,ϕ ϕ  , обчисленим 
при t 0= . 
Це призводить до системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь 

 
n

0, k k j L ( (0))t 0 2t 0k 1
c (t)( , ) Ω= ==

ϕ ϕ =∑    

 0 j L ( (0))t 0 2t 0
( , ) Ω= =

= − ϕ ϕ , j 1, 2, ..., n=    . (30) 

Введемо до розгляду матрицю jk j, k 1, nD [d ] ==    та 

вектори j j 1, n[h ] ==h  , 0 0
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Тоді система лінійних алгебраїчних рівнянь (30) 
у матричному вигляді запишеться так: 
 0D =c h . (31) 
Отже, для знаходження функцій 0, 1 0, nc (t), ..., c (t)     
з (26) потрібно розв’язати задачу Коші (29), (31). 
Задача (16) – (19) розв’язується аналогічно. 
Ітераційний процес, який формуємо за схемою 
(6) – (10), слід припинити за умови виконання 
нерівності 

 
T 2(k 1) (k)

L ( (t))20
dt+

Ω
ψ −ψ < ε∫ . 

4. Результати обчислювального експерименту. 
Для прикладу розглянемо прямокутну область з 
«гвинтом», вид якої у момент час t 0=  відобра-
жено на рис. 1. Вважатимемо, що область обме-
жена непроникними твердими стінками, зовніш-
ня межа нерухома, а течія викликана обертами 
«гвинта» з постійною кутовою швидкістю w . 
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 Рис. 1. Вигляд області t 0(t) =Ω  

Обчислювальний експеримент було проведено 
для задачі (1) – (5) в області (t)Ω  (див. рис. 1) 

при 2a
7

= , 3b
7

= , 4c
7

= , 5d
7

=  та w 3= . Число 

Рейнольдса було обрано 10=Re , а 410−ε = . 
Для розглядуваної області (t)Ω  функції ω , 0ω , 

1ω  мають вигляд: 
 0 0 1(x, y, t) [ (x, y)] [ (x, y, t)]ω = ω ∧ ω , 
 0 0(x, y) [x(1 x)] [y(1 y)]ω = − ∧ − , 
 1 1 0 2(x, y, t) [ (x , y )] [ (x , y )]′ ′ ′ ′ω = − σ ∨ σ , 
де  
 1(x , y )′ ′σ =  

 0
4 3 7 5 27 x x y y
7 7 3 7 7

        ′ ′ ′ ′= − − ∧ − −                
, 

 2 (x , y )′ ′σ =  

 0
7 5 2 4 3x x 7 y y
3 7 7 7 7
        ′ ′ ′ ′= − − ∧ − −                

, 

 1 1 1x x cos wt y sin wt
2 2 2

   ′ = − − − +   
   

, 

 1 1 1y x sin wt y cos wt
2 2 2

   ′ = − + − +   
   

, 

 0∧  – знак R-кон’юнкції,  2 2
0u v u v u v∧ = + − + ; 

 0∨  – знак R-диз’юнкції,  2 2
0u v u v u v∨ = + + + . 

Подвійні інтеграли, що входять до системи ди-
ференціальних рівнянь методу Гальоркіна, обчи-
слювалися за кубатурною формулою Гаусса з 16 
вузлами по кожній змінній, дискретизація за ча-
сом проводилася з кроком t 0,01∆ = . Як повна 
система функцій, якими апроксимувались неви-
значені компоненти, що входять до структур 
розв’язку (20) – (21), використовувалися зсунуті 
поліноми Лежандра. 
На рис. 2 – 4 показано лінії рівня функції течії в 
різні моменти часу.  
 

РИ, 2018, №4 41



5. Висновки. Розглянуто постановку задачі роз-
рахунку нестаціонарної течії в’язкої нестисливої 
рідини в області з рухомою межею. Для відпові-
дної початково-крайової задачі розроблено метод 
її чисельного аналізу, заснований на сумісному 
використанні методу послідовних наближень, 
структурного методу (методу R-функцій) та ме-
тоду Гальоркіна для нестаціонарних задач. 

 

  
 Рис. 2. Лінії течії в момент часу t 0=  
 

  
 Рис. 3. Лінії течії в момент часу t 0, 4=  

 

  
 Рис. 4. Лінії течії в момент часу t 0,8=  
Отже, отримали подальший розвиток застосу-
вання структурного методу (методу R-функцій) у 
математичному моделюванні фізико-механічних 
полів, а також вдосконалено метод математично-
го моделювання нестаціонарних течій в’язкої не-
стисливої рідини у частині його розповсюдження 
на області, форма яких змінюється з плином ча-
су. 
Отримані результати можна застосувати при 
розв’язанні прикладних задач, пов’язаних з роз-
рахунком течій в’язкої рідини. Це і визначає на-
укову новизну та практичну значущість отрима-
них у роботі результатів. 
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