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Вступ. Розв’язання задач математичного моде-
лювання процесів у хімії, фізиці плазми, теорії 
горіння, біології тощо [7] приводить до необхід-
ності дослідження першої крайової задачі для 
напівлінійного еліптичного рівняння. Точні 
розв’язки таких крайових задач відомі лише у 
поодиноких випадках. До певних складнощів та-
кож приводить дослідження питання існування 
та єдиності розв’язку і його чисельне знахо-
дження, особливо у областях некласичної геоме-
трії. У зв’язку з цим актуальною науковою про-
блемою є розробка нових та вдосконалення іс-
нуючих методів конструктивного дослідження 
нелінійних крайових задач, які б не тільки дозво-
ляли з’ясувати питання існування розв’язку, але 
й пропонували чисельний алгоритм його знахо-
дження. Серед таких методів особливе місце на-
лежить двобічним методам, які дозволяють оці-
нити невідомий розв’язок знизу та зверху, а от-
же, надають зручну апостеріорну оцінку похибки 
наближеного розв’язку. 
Розробці двобічних ітераційних методів присвя-
чені роботи [1-3, 5], але в них в основному розг-
лядалися двовимірні крайові задачі для операто-
ра Лапласа. Дана робота продовжує та узагаль-
нює розпочаті в них дослідження на випадок елі-
птичного рівняння більш загального вигляду. 

1. Постановка задачі. Метою роботи є розробка 
нових методів конструктивного дослідження 
крайової задачі 
 div(p( ) u) q( )u f ( ,u)− ∇ + =x x x , ∈Ωx , (1) 
 u( ) 0>x , ∈Ωx , (2) 
 u 0∂Ω = , (3) 

де Ω  – вимірна за Жорданом область з 2
  чи 3

  з 
кусково-гладкою межею ∂Ω  (Ω =Ω∪∂Ω ); 

1 2(x , x )=x  , якщо 2Ω⊂  , і 1 2 3(x , x , x )=x   , якщо 
3Ω⊂  . 

Вважатимемо, що 
 p( ) 0>x  у Ω , q( ) 0≥x  у Ω , 
 p( )x  неперервно диференційована у Ω , 
 q( )x  неперервна у Ω , 
 f ( ,u)x  неперервна і додатна при ∈Ωx , u 0> . 
Задача Діріхле (1)-(3) часто зустрічається у мате-
матичному моделюванні нелінійних стаціонарних 
процесів. При цьому умова додатності (2) приро-
дно випливає з сенсу функції u  у тій чи іншій 
прикладній галузі. 
2. Побудова еквівалентного інтегрального рі-
вняння. Дослідження задачі (1)-(3) зручно про-
водити методами теорії нелінійних операторів у 
напівупорядкованих просторах [4]. Для цього від 
задачі (1)-(3) треба перейти до операторного рів-
няння вигляду u T(u)= , замінивши крайову зада-
чу еквівалентним інтегральним рівнянням. Це 
можна зробити двома основними способами – 
методом функцій Гріна і методом квазіфункцій 
Гріна-Рвачова. 
Означення 1. Функцією Гріна G( , )x s  задачі (1)-
(3)  називатимемо розв’язок задачі 
 div(p( ) G) q( )G ( , )− ∇ + = δx x x s , ∈Ωx  ( ∈Ωs ), 
 G 0∂Ω = , 
неперервний у Ω  всюди, окрім точки =x s . Тут 

( , )δ x s  – δ -функція Дірака з особливістю у точці 
=x s . 

Умови існування функції Гріна наведено, напри-
клад, у [6]. 
Якщо G( , )x s  – функція Гріна задачі (1)-(3), то ця 
задача еквівалентна інтегральному рівнянню 
Гаммерштейна 
 u( ) G( , )f ( ,u( ))d

Ω
= ∫x x s s s s . (4) 

Розглядатимемо рівняння (4) у банаховому прос-
торі C( )Ω  функцій, неперервних у Ω . Норма у 
C( )Ω  вводиться за правилом u max u( )

∈Ω
=

x
x . У 

просторі C( )Ω  виділимо конус 
K {u C( ) : u( ) 0, }+ = ∈ Ω ≥ ∈Ωx x  невід’ємних функ-
цій. Конус K+  у C( )Ω  є нормальним (і навіть го-
стрим). За допомогою конуса K+  у просторі 
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C( )Ω  введемо напівупорядкованість за прави-
лом: 
 для u, v C( )∈ Ω  u v , якщо v u K+− ∈ , 
тобто 
 u v , якщо u( ) v( )≤x x  для всіх ∈Ωx . 
Наразі існування класичного розв’язку задачі (1)-
(3), тобто такої функції 2u C ( ) C( )∗ ∈ Ω ∩ Ω , яка за-
довольняє рівняння (1) і умови (2), (3), ця функція 
також задовольняє і рівняння (4). Якщо ж класич-
ного розв’язку немає, то інтегральне рівняння (4) 
можна взяти за основу означення узагальненого 
розв’язку задачі (1)-(3). 
Означення 2. Розв’язком (узагальненим) крайової 
задачі (1)-(3) називатимемо функцію u K∗

+∈ , яка 
є розв’язком інтегрального рівняння (4). 
З рівнянням (4) пов’яжемо нелінійний інтеграль-
ний оператор T , що діє у C( )Ω  за правилом 
 T(u)( ) G( , )f ( ,u( ))d

Ω
= ∫x x s s s s . (5) 

Властивості оператор T  вигляду (5) викладені у 
наступній лемі. 
Лема 1. Оператор T  вигляду (5), де G( , )x s  – фу-
нкція Гріна задачі (1)-(3), розглядуваний у прос-
торі C( )Ω , напівупорядкованому конусом K+  
невід’ємних функцій, має такі властивості: 
а) є додатним оператором, тобто T(u) K+∈ , якщо 
u K+∈ ; 
б) є 0u -додатним оператором, тобто для всіх 
∈Ωx  матиме місце подвійна нерівність 

 0 0u ( ) G( , )f ( ,u( ))d u ( )
Ω

α ≤ ≤ β∫x x s s s s x , 

де (u) 0α = α > , (u) 0β = β > , а функція 0u ( )x  ви-
значається рівністю 
 0u ( ) G( , )d

Ω
= ∫x x s s ; (6) 

в) є гетеротонним оператором, для якого опера-
тор T̂  вигляду 
 ˆT̂(v, w)( ) G( , )f ( , v( ), w( ))d

Ω
= ∫x x s s s s s     (7) 

є супровідним, якщо функція f ( ,u)x  дозволяє діа-
гональне подання ˆf ( ,u) f ( ,u,u)=x x , де неперервна 
за сукупністю змінних x , v , w  функція f̂ ( , v, w)x  
монотонно зростає за v  і монотонно спадає за w  
для всіх ∈Ωx ; 
г) якщо для будь-яких додатних чисел v , w  при 
будь-якому (0, 1)τ∈   

 1ˆ ˆf , v, w f ( , v, w) τ > τ τ 
x x    , ∈Ωx , (8) 

є псевдоувігнутим і навіть 0u -псевдоувігнутим 
оператором, де функція 0u ( )x  має вигляд (6). 
Позначимо через 0K(u )  підмножину функцій u  з 

K+ , для яких існують числа , 0α β >  такі, що 
0 0u u uα β  . Тоді гетеротонний оператор T  на-

зивається псевдоувігнутим, якщо для будь-яких 
ненульових елементів v , w  з K+  маємо, що 

0T̂(v, w) K(u )∈ , і для всіх 0v, w K(u )∈  та будь-
якого (0; 1)τ∈   виконується нерівність 

1ˆ ˆT v, w T(v, w) τ > τ τ 
  . Умова 0u -псевдоувіг-

нутості для псевдоувігнутого оператора є більш 
жорсткою, ніж умова просто псевдоувігнутості: 
для всіх 0v, w K(u )∈  та будь-якого (0; 1)τ∈   існує 

(v, w, ) 0η = η τ >   таке, що має місце нерівність 
1ˆ ˆT v, w (1 )T(v, w) τ > τ + η τ 

  . 

Якщо функція f ( ,u)x  монотонно зростає за u  
для всіх ∈Ωx , то можна обрати f̂ ( , v, w) f ( , v)=x x , 
і супровідний оператор визначиться рівністю 
 T̂(v, w)( ) G( , )f ( , v( ))d

Ω
= ∫x x s s s s   . 

Для монотонно спадної за u  функції f ( ,u)x  мо-
жна покласти f̂ ( , v, w) f ( , w)=x x  і тоді супровід-
ний оператор матиме вигляд 
 T̂(v, w)( ) G( , )f ( , w( ))d

Ω
= ∫x x s s s s   . 

Недоліком практичного застосування розгляну-
того підходу є те, що аналітичний вираз для фу-
нкції Гріна може бути побудований у замкнено-
му вигляді лише для обмеженої кількості облас-
тей Ω . 
Розглянемо інший підхід до заміни задачі (1)-(3) 
еквівалентним інтегральним рівнянням, який ви-
магає лише знання фундаментального розв’язку 
рівняння. 
Позначимо диференціальний оператор у лівій 
частині рівняння (1) через A : 
 Au div(p( ) u) q( )u≡ − ∇ +x x . (9) 
Областю визначення цього оператора вважати-
мемо множину функцій AD , яка складається з 
функцій 2u C ( ) C( )∈ Ω ∩ Ω  таких, що u 0∂Ω =  і 

2Au L ( )∈ Ω . 
Нехай g( , )x s  – фундаментальний розв’язок рів-
няння (1). Існування фундаментального 
розв’язку доведено у роботах [6], крім того, до-
ведено, що існують фундаментальні розв’язки, 
симетричні відносно x  і s . Далі вважатимемо, 
що фундаментальний розв’язок є симетричним: 
g( , ) g( , )=x s s x  . 
Означення 3. Квазіфункцією Гріна-Рвачова пер-
шої крайової задачі для оператора A  вигляду (9) 
назвемо функцію 
 quasiG ( , ) g( , ) g( , )= −x s x s x s   , (10) 
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де 1 2(x , x )=x  , 1 2(s , s )=s   у випадку 2
  і 

1 2 3(x , x , x )=x   , 1 2 3(s , s , s )=s    у випадку 3
 ; 

g( , )x s   – симетрична ( g( , ) g( , )=x s s x   ) двічі дифе-
ренційована у Ω×Ω  функція така, що 
g( , ) g( , )=x s x s   , якщо ∈∂Ωx  чи ∈∂Ωs . 
Безпосередньо з цього випливає симетричність 
квазіфункції Гріна-Рвачова: quasi quasiG ( , ) G ( , )=x s s x    
та те, що quasiG ( , ) 0=x s  на ∂Ω . 
Крім того, квазіфункція при =x s  має таку ж 
особливість, що і звичайна функція Гріна, а за-
вдяки вибору функції g( , )x s   можна досягти того, 
що квазіфункція Гріна-Рвачова буде додатною в 
області Ω . 
Отже, матиме місце таке твердження. 
Лема 2. Квазіфункція Гріна-Рвачова (10) має такі 
властивості: 
а) quasiG ( , ) 0=x s  на ∂Ω ; 
б) є симетричною: quasi quasiG ( , ) G ( , )=x s s x  ; 
в) має таку ж особливість при =x s , що і звичай-
на функція Гріна; 
г) додатна в області Ω : quasiG ( , ) 0>x s , , ∈Ωx s , 
≠x s . 

Для функції 2 1u C ( ) C ( )∈ Ω Ω  такої, що 
2Au L ( )∈ Ω , має місце інтегральне подання [6] 

 u( ) g( , )u( ) p( ) g( , ) u( ) d
∂Ω

 ∂ ∂
= − σ + ∂ ∂ 
∫ s

s s

s x sx s x s s
n n

   

 g( , )A u( )d
Ω

+ ∫ sx s s s , ∈Ωx , (11) 

а для функцій 2u, g C ( )∈ Ω  має місце друга фор-
мула Гріна 
 [g( )A u( ) u( )A g( )]d

Ω
− =∫ s ss s s s s   

 g( ) u( )p( ) u( ) g( ) d
∂Ω

 ∂ ∂
= − σ ∂ ∂ 
∫ s

s s

s ss s s
n n


 . (12) 

У формулах (11), (12) sn  – зовнішня до ∂Ω  нор-
маль у змінних s , d σs  означає, що інтегрування 
за s  ведеться вздовж ∂Ω , 
A u div(p( ) u) q( )u≡ − ∇ +s s s . 
Нехай u  – класичний розв’язок задачі (1)-(3), 
тобто функція Au D∈   задовольняє рівняння (1), 
а функцію g  у (12) оберемо таку, як в означенні 
3. Додаючи рівності (11) і (12) та враховуючи рі-
вняння (1) і те, що quasiG ( , ) 0=x s  і u( ) 0=x  на ∂Ω , 
отримаємо інтегральне рівняння 
   quasiu( ) K( , )u( )d G ( , )f ( , u( ))d

Ω Ω
= +∫ ∫x x s s s x s s s s   , (13) 

де позначено K( , ) A g( , )= sx s x s  . 
Нелінійне інтегральне рівняння (13) можна та-
кож подати у вигляді рівняння Урисона 

 u( ) P( , , u( ))d
Ω

= ∫x x s s s  , (14) 

де quasiP( , , u( )) K( , )u( ) G ( , )f ( , u( ))= +x s s x s s x s s s     . 
Отже, якщо задача (1)-(3) має класичний 
розв’язок, то він задовольняє також рівняння (13) 
(чи (14)). Якщо ж класичного розв’язку задачі не 
існує, то рівняння (13) можна використати для 
введення поняття узагальненого розв’язку задачі 
(1)-(3). 
Рівняння (13) розглядатимемо у банаховому про-
сторі C( )Ω  функцій, неперервних у Ω , напіву-
порядкованому конусом K+ . 
Означення 4. Розв’язком (узагальненим) крайової 
задачі (1)-(3) називатимемо функцію u K∗

+∈ , яка 
є розв’язком інтегрального рівняння (13). 
Введемо до розгляду нелінійний оператор T , що 
діє у C( )Ω  за правилом 
 T(u)( ) P( , , u( ))d

Ω
= =∫x x s s s   

 quasiK( , )u( )d G ( , )f ( , u( ))d
Ω Ω

= +∫ ∫x s s s x s s s s   . (15) 

Оператор T  є сумою лінійного інтегрального 
оператора 1T  з ядром K( , )x s  і нелінійного опе-
ратора Гаммерштейна 2T  з ядром quasiG ( , )x s . 
Через умови, накладені на функцію f ( , u)x  , і до-
датність квазіфункції Гріна-Рвачова quasiG ( , )x s , 
якщо , ∈Ωx s  ( ≠x s ), можна стверджувати, що 
оператор 2T  залишає інваріантним конус K+ , 
тобто 2T  – додатний оператор. Проте ми не мо-
жемо бути впевненими щодо знаку функції 
K( , )x s  при , ∈Ωx s  ( ≠x s ), а отже, не можемо 
стверджувати, що додатним є і оператор T . 
Позначимо 
 K ( , ) max{0, K( , )}+ =x s x s   , 
 K ( , ) max{0, K( , )}− = −x s x s   . 
Тоді K ( , ) 0+ ≥x s , K ( , ) 0− ≥x s  при , ∈Ωx s  ( ≠x s ), 
причому 
 K( , ) K ( , ) K ( , )+ −= −x s x s x s   , 
 K( , ) K ( , ) K ( , )+ −= +x s x s x s   , 
і оператор T  вигляду (15) можна записати так: 
 T(u)( ) K ( , )u( )d K ( , )u( )d+ −

Ω Ω
= − +∫ ∫x x s s s x s s s   

 quasiG ( , )f ( , u( ))d
Ω

+ ∫ x s s s s  . (16) 

Припустимо, що функція f ( ,u)x  дозволяє діаго-
нальне подання ˆf ( ,u) f ( ,u,u)=x x , причому непе-
рервна за сукупністю змінних x , v , w  не-
від’ємна функція f̂ ( , v, w)x  монотонно зростає за 
v  і монотонно спадає за w  для всіх ∈Ωx . Тоді 
оператор T  вигляду (16) буде гетеротонним з 
супровідним оператором 
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 T̂(v, w)( ) K ( , )v( )d K ( , )w( )d+ −
Ω Ω

= − +∫ ∫x x s s s x s s s    

 quasi
ˆG ( , )f ( , v( ), w( ))d

Ω
+ ∫ x s s s s s   . (17) 

Зрозуміло, що оператори T  і T̂  є цілком непере-
рвними. 
Зауважимо, що для випадку, коли функція f ( , u)x   
монотонно зростає за u  для всіх ∈Ωx , можна 
обрати f̂ (x, v, w) f ( , v)= x    і тоді супровідний опе-
ратор матиме вигляд 
 T̂(v, w)( ) K ( , )v( )d K ( , )w( )d+ −

Ω Ω
= − +∫ ∫x x s s s x s s s    

 quasiG ( , )f ( , v( ))d
Ω

+ ∫ x s s s s  , 

а для f ( , u)x   монотонно спадної за u  для всіх 
∈Ωx  можна покласти f̂ (x, v, w) f ( , w)= x    і тоді 

супровідним оператором буде 
 T̂(v, w)( ) K ( , )v( )d K ( , )w( )d+ −

Ω Ω
= − +∫ ∫x x s s s x s s s    

 quasiG ( , )f ( , w( ))d
Ω

+ ∫ x s s s s  . 

3. Побудова двобічних наближень на основі 
використання функції Гріна. Вважатимемо, що 
оператор T  вигляду (5) є гетеротонним з супро-
відним оператором вигляду (7). Побудуємо ме-
тод двобічних наближень знаходження додатно-
го розв’язку інтегрального рівняння (4) (а отже, і 
крайової задачі (1)-(3)). 
У конусі K+  виділимо сильно інваріантний ко-
нусний відрізок 0 0v , w< >  умовами: для всіх 
∈Ωx  

 0 0 0ˆG( , )f ( , v ( ), w ( ))d v ( )
Ω

≥∫ x s s s s s x   , 

 0 0 0ˆG( , )f ( , w ( ), v ( ))d w ( )
Ω

≤∫ x s s s s s x   . 

Далі сформуємо ітераційний процес за схемою 
 (k 1) (k) (k)ˆv ( ) G( , )f ( , v ( ), w ( ))d+

Ω
= ∫x x s s s s s   , (18) 

 (k 1) (k) (k)ˆw ( ) G( , )f ( , w ( ), v ( ))d+

Ω
= ∫x x s s s s s   , (19) 

 k 0, 1, 2, ...=    , 
 (0) 0v ( ) v ( )=x x , (0) 0w ( ) w ( )=x x . (20) 
Через сильну інваріантність конусного відрізка 

0 0v , w< >  та гетеротонність оператора T , для 
якого оператор T̂  є супровідним, можна зробити 
висновок про те, що послідовність (k){v ( )}x  не 
спадає за конусом K+ , а послідовність (k){w ( )}x  
не зростає за конусом K+ . Крім того, з нормаль-
ності конуса K+  і повної неперервності операто-
ра T̂  випливає існування границь v ( )∗ x  і w ( )∗ x  
цих послідовностей. Отже, справджується лан-
цюг нерівностей 

 0 (0) (1) (k)v v v ... v ... v∗=        
 (k) (1) (0) 0w ... w ... w w w∗ =      . 
Можливими є два випадки: v w∗ ∗<  і v w∗ ∗= . У 
другому випадку u : v w∗ ∗ ∗= =  – єдина на конус-
ному відрізку 0 0v , w< >  нерухома точка опера-
тора T , а отже, u∗  – єдиний на 0 0v , w< >  
розв’язок розглядуваної крайової задачі. 
Функції v ( )∗ x  і w ( )∗ x  є розв’язком системи рів-
нянь 
 ˆv( ) G( , )f ( , v( ), w( ))d

Ω
= ∫x x s s s s s , (21) 

 ˆw( ) G( , )f ( , w( ), v( ))d
Ω

= ∫x x s s s s s . (22) 

Рівність v w∗ ∗=  буде виконана, якщо система 
(21), (22) не має на 0 0v , w< >  таких розв’язків, 
що v w≠ . 
Отже, справджується така теорема. 
Теорема 1. Нехай 0 0v , w< >  – сильно інваріант-
ний конусний відрізок для гетеротонного опера-
тора T  вигляду (5) з супровідним оператором T̂  
вигляду (7) і система рівнянь (21), (22) не має на 

0 0v , w< >  розв’язків таких, що v w≠ . Тоді іте-
раційний процес (18)-(20) збігається у нормі про-
стору C( )Ω  до єдиного на 0 0v , w< >  неперервно-
го додатного розв’язку u∗  крайової задачі (1)-
(3), причому має місце ланцюг нерівностей 
 0 (0) (1) (k)v v v ... v ... u∗=        
 (k) (1) (0) 0... w ... w w w=     . (23) 
Ланцюг нерівностей (23) саме і характеризує іте-
раційний процес (18)-(21) як метод двобічних 
наближень. 
Умови існування єдиного додатного розв’язку 
крайової задачі (1)-(3) та двобічної збіжності до 
нього послідовних наближень (18)-(21) можуть 
бути уточнені за рахунок з’ясування умов, за 
яких система рівнянь (21), (22) не має на 

0 0v , w< >  розв’язків таких, що v w≠ . Викорис-
товуючи умови, наведені у [4], отримаємо такі 
твердження. 
Теорема 2. Нехай 0 0v , w< >  – сильно інваріант-
ний конусний відрізок для гетеротонного опера-
тора T  вигляду (5) з супровідним оператором T̂  
вигляду (7) і для будь-яких чисел v , w , u  таких, 
що 0 v w< < , 0 u w< < , і для всіх ∈Ωx  має місце 
нерівність 
 1ˆ ˆf ( , v u, w u) f ( , v, w) uM−+ − < +x x    , 
де 0M max u ( )

∈Ω
=

x
x . 

Тоді ітераційний процес (18)-(20) двобічно збіга-
ється у нормі простору C( )Ω  до єдиного на 
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0 0v , w< >  неперервного додатного розв’язку u∗  
крайової задачі (1)-(3). 
Теорема 3. Нехай 0 0v , w< >  – сильно інваріант-
ний конусний відрізок для гетеротонного опера-
тора T  вигляду (5) з супровідним оператором T̂  
вигляду (7) і існує таке число L 0> , що функція 
f̂ ( , v, w)x  для всіх чисел v , w  таких, що 

00 v, w M< < , де 0
0M max w ( )

∈Ω
=

x
x , і для всіх ∈Ωx  

задовольняє нерівність 
 ˆ ˆf ( , w, v) f ( , v, w) L w v− ≤ −x x , 
причому LM 1γ = < , де 0M max u ( )

∈Ω
=

x
x . Тоді ітера-

ційний процес (18)-(20) двобічно збігається у но-
рмі простору C( )Ω  до єдиного на 0 0v , w< >  не-
перервного додатного розв’язку u∗  крайової за-
дачі (1)-(3). 
Ще однією умовою того, що система рівнянь 
(21), (22) не має на сильно інваріантному конус-
ному відрізку 0 0v , w< >  розв’язків таких, що 
v w≠ , є умова 0u -псевдоувігнутості гетеротон-
ного оператора T  вигляду (5) з супровідним 
оператором T̂  вигляду (7). Тоді з огляду на твер-
дження г) леми 1 приходимо до такого результа-
ту. 
Теорема 4. Нехай 0 0

0v , w K(u )< >⊂  – сильно ін-
варіантний конусний відрізок для гетеротонного 
оператора T  вигляду (5) з супровідним операто-
ром T̂  вигляду (7) і має місце умова (8). Тоді 
ітераційний процес (18)-(20) двобічно збігається 
у нормі простору C( )Ω  до єдиного на 0 0v , w< >  
неперервного додатного розв’язку u∗  крайової 
задачі (1)-(3).  
На k -й ітерації за наближений розв’язок крайо-
вої задачі (1)-(3) приймаємо функцію 

 
(k) (k)

(k) w ( ) v ( )u ( )
2
+

=
x xx . (24) 

Тоді ми матимемо зручну апостеріорну оцінку 
похибки для наближеного розв’язку (24): 

 (k) (k) (k)1u u max(w ( ) v ( ))
2

∗

∈Ω
− ≤ −

x
x x , 

що є безумовною перевагою побудованого дво-
бічного ітераційного процесу. 
Отже, якщо задана точність 0ε > , то ітераційний 
процес слід проводити до виконання нерівності 
 (k) (k)max(w ( ) v ( )) 2

∈Ω
− < ε

x
x x  

і з точністю ε  можна вважати, що (k)u ( ) u ( )∗ ≈x x . 
Крім того, за умов теореми 3 можна записати і 
апріорну оцінку похибки: 

 
k

(k) 0 0u u max(w ( ) v ( ))
2

∗

∈Ω

γ
− ≤ −

x
x x . 

Тоді з нерівності 

 
k

(k) 0 0u u max(w ( ) v ( ))
2

∗

∈Ω

γ
− ≤ − < ε

x
x x  

знаходимо, що для досягнення точності ε  треба 
зробити  

 

0 0

0

max(w ( ) v ( ))
ln

2k ( ) 11ln
LM

∈Ω
 −
 
 εε = + 
 
 
 

x
x x

 

ітерацій, де квадратні дужки означають цілу час-
тину числа. 
4. Побудова двобічних наближень на основі 
використання квазіфункції Гріна-Рвачова. 
Для інтегрального рівняння (13) (чи (14)) побу-
дуємо процес двобічних наближень знаходження 
його розв’язку (а отже, і розв’язку крайової зада-
чі (1)-(3)).  
Виділимо у конусі K+  сильно інваріантний ко-
нусний відрізок 0 0v , w< >  умовами: для всіх 
∈Ωx  

 0 0K ( , )v ( )d K ( , )w ( )d+ −
Ω Ω

− +∫ ∫x s s s x s s s   

 0 0 0
quasi

ˆG ( , )f ( , v ( ), w ( ))d v ( )
Ω

+ ≥∫ x s s s s s x   , 

 0 0K ( , )w ( )d K ( , )v ( )d+ −
Ω Ω

− +∫ ∫x s s s x s s s   

 0 0 0
quasi

ˆG ( , )f ( , w ( ), v ( ))d w ( )
Ω

+ ≤∫ x s s s s s x   . 

Далі сформуємо ітераційний процес за схемою 
 (k 1) (k) (k)v ( ) K ( , )v ( )d K ( , )w ( )d+

+ −
Ω Ω

= − +∫ ∫x x s s s x s s s   

 (k) (k)
quasi

ˆG ( , )f ( , v ( ), w ( ))d
Ω

+ ∫ x s s s s s   , (25) 

 (k 1) (k) (k)w ( ) K ( , )w ( )d K ( , )v ( )d+
+ −

Ω Ω
= − +∫ ∫x x s s s x s s s   

 (k) (k)
quasi

ˆG ( , )f ( , w ( ), v ( ))d
Ω

+ ∫ x s s s s s   , (26) 

 k 0, 1, 2, ...=    , 
 (0) 0v ( ) v ( )=x x , (0) 0w ( ) w ( )=x x . (27) 
Оскільки конусний відрізок 0 0v , w< >  є сильно 
інваріантним для гетеротонного оператора T , 
для якого оператор T̂  є супровідним, то послідо-
вність (k){v ( )}x  є неспадною за конусом K+ , а 
послідовність (k){w ( )}x  є незростаючою за кону-
сом K+ . Крім того, з нормальності конуса K+  і 
повної неперервності оператора T̂  випливає іс-
нування границь v ( )∗ x  і w ( )∗ x  цих послідовнос-
тей. Тоді справджується ланцюг нерівностей 
 0 (0) (1) (k)v v v ... v ... v∗=        
 (k) (1) (0) 0w ... w ... w w w∗ =      . 
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Як і раніше, можливими є два випадки: v w∗ ∗<  і 
v w∗ ∗= . У другому випадку u : v w∗ ∗ ∗= =  – єдина 
на конусному відрізку 0 0v , w< >  нерухома точка 
оператора T , а отже, u∗  – єдиний на 0 0v , w< >  
розв’язок крайової задачі (1)-(3). 
Функції v ( )∗ x  і w ( )∗ x  є розв’язком системи рів-
нянь 
 v( ) K ( , )v( )d K ( , )w( )d+ −

Ω Ω
= − +∫ ∫x x s s s x s s s   

 quasi
ˆG ( , )f ( , v( ), w( ))d

Ω
+ ∫ x s s s s s   , (28) 

 w( ) K ( , )w( )d K ( , )v( )d+ −
Ω Ω

= − +∫ ∫x x s s s x s s s   

 quasi
ˆG ( , )f ( , w( ), v( ))d

Ω
+ ∫ x s s s s s   . (29) 

Умовою виконання рівності v w∗ ∗=  є те, що сис-
тема (28), (29) не має на 0 0v , w< >  таких 
розв’язків, що v w≠ . 
Отже, справджується така теорема. 
Теорема 5. Нехай 0 0v , w< >  – сильно інваріант-
ний конусний відрізок для гетеротонного опера-
тора T  вигляду (16) з супровідним оператором T̂  
вигляду (17) і система рівнянь (28), (29) не має на 

0 0v , w< >  розв’язків таких, що v w≠ . Тоді іте-
раційний процес (25)-(27) збігається у нормі про-
стору C( )Ω  до єдиного на 0 0v , w< >  неперервного 
додатного розв’язку u∗  крайової задачі (1)-(3), 
причому має місце ланцюг нерівностей 
 0 (0) (1) (k)v v v ... v ... u∗=        
 (k) (1) (0) 0... w ... w w w=     . 
Умови існування єдиного додатного розв’язку кра-
йової задачі (1)-(3) та двобічної збіжності до нього 
послідовних наближень (25)-(27) можна уточнити 
за рахунок з’ясування умов, за яких система рів-
нянь (28), (29) не має на 0 0v , w< >  розв’язків та-
ких, що v w≠ . 
Можна довести такі твердження. 
Теорема 6. Нехай 0 0v , w< >  – сильно інваріант-
ний конусний відрізок для гетеротонного опера-
тора T  вигляду (16) з супровідним оператором 
T̂  вигляду (17) і має місце умова: для будь-яких 
чисел v , w , u  таких, що 0 v w< < , 0 u w< < , і 
для всіх ∈Ωx  має місце нерівність 

 
1

uˆ ˆf ( , v u, w u) f ( , v, w)
M M

+ − < +
+

x x    , 

де 
 quasiM max G ( , )d

∈Ω Ω
= ∫

x
x s s , (30) 

 1M max [K ( , ) K ( , )]d+ −
∈Ω Ω

= +∫
x

x s x s s  . (31) 

Тоді ітераційний процес (25)-(27) двобічно збіга-

ється у нормі простору C( )Ω  до єдиного на 
0 0v , w< >  неперервного додатного розв’язку u∗  

крайової задачі (1)-(3). 
Теорема 7. Нехай 0 0v , w< >  – сильно інваріантний 
конусний відрізок для гетеротонного оператора T  
вигляду (16) з супровідним оператором T̂  вигляду 
(17) і існує таке число L 0> , що функція f̂ ( , v, w)x  
для всіх чисел v , w  таких, що 00 v, w M< < , де 

0
0M max w ( )

∈Ω
=

x
x , і для всіх ∈Ωx  задовольняє нерів-

ність 
 ˆ ˆf ( , w, v) f ( , v, w) L w v− ≤ −x x , 
причому 1M LM 1γ = + < , де сталі M  і 1M  визна-
чаються рівностями (30) і (31) відповідно. Тоді 
ітераційний процес (25)-(27) двобічно збігається 
у нормі простору C( )Ω  до єдиного на 0 0v , w< >  
неперервного додатного розв’язку u∗  крайової 
задачі (1)-(3). 
Проте не всі умови збіжності двобічного ітера-
ційного процесу з п. 3 можна перенести на випа-
док рівняння (13). Так, гетеротонний оператор T  
вигляду (16) з супровідним оператором T̂  вигля-
ду (17) не буде навіть псевдоувігнутим, бо нерів-
ність, що визначає псевдоувігнутість, для нього 
прийме вигляд 

 1 K ( , )w( )d−
Ω

 τ − + τ 
∫ x s s s  

 quasi
1ˆ ˆG ( , ) f , v( ), w( ) f ( ,v( ),w( )) d 0

Ω

  + τ − τ >  τ  
∫ x s s s s s s s s  

і не буде виконуватися для значень τ , близьких 
до нуля, навіть якщо 

 1ˆ ˆf , v( ), w( ) f ( , v( ), w( )) 0 τ − τ > τ 
s s s s s s    . 

Якщо виконано k  ітерацій, то за наближений 
розв’язок крайової задачі (1)-(3) слід взяти функ-
цію 

 
(k) (k)

(k) w ( ) v ( )u ( )
2
+

=
x xx . (32) 

Тоді для похибки для наближеного розв’язку (32) 
ми матимемо зручну апостеріорну оцінку: 

 (k) (k) (k)1u u max(w ( ) v ( ))
2

∗

∈Ω
− ≤ −

x
x x . (33) 

Наявність оцінки вигляду (33) є безумовною пе-
ревагою побудованого двобічного ітераційного 
процесу. 
Якщо задана точність 0ε > , то ітераційний про-
цес слід проводити до виконання нерівності 
 (k) (k)max(w ( ) v ( )) 2

∈Ω
− < ε

x
x x  

і тоді з точністю ε  можна вважати, що 
(k)u ( ) u ( )∗ ≈x x . 

Крім того, за умов теореми 7 можна указати і ап-
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ріорну оцінку похибки: 

 
k

(k) 0 0u u max(w ( ) v ( ))
2

∗

∈Ω

γ
− ≤ −

x
x x . 

Тоді з нерівності 

 
k

(k) 0 0u u max(w ( ) v ( ))
2

∗

∈Ω

γ
− ≤ − < ε

x
x x  

знаходимо, що для досягнення точності ε  треба 
зробити 

 

0 0

0

1

max(w ( ) v ( ))
ln

2k ( ) 11ln
M LM

∈Ω
 −
 
 εε = + 
 

+ 
 

x
x x

 

ітерацій, де квадратні дужки позначають цілу ча-
стину числа. 
5. Висновки  
Вперше проведене дослідження можливості по-
будови двобічних наближень до додатного 
розв’язку першої крайової задачі для нелінійного 
еліптичного рівняння (1). При цьому розглянуто 
два підходи: один – на основі використання точ-
ної функції Гріна розглядуваної задачі, а другий 
– на основі використання квазіфункції Гріна-
Рвачова. Отримано умови існування додатного 
розв’язку та умови двобічної збіжності до нього 
послідовних наближень. Отримані результати 
можуть бути використані у математичному мо-
делюванні стаціонарних нелінійних процесів у 
науці та техніці. Це і визначає наукову новизну 
та практичну значущість отриманих у роботі ре-
зультатів. 
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