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Пропонуються математичні моделі апаратних біт-
потокових обчислювачів дробово-раціональних 
функцій і функцій добування кореня, які є складови-
ми математичної моделі апаратного біт-потокового 
обчислювача ірраціональних функцій. Математична 
модель апаратного біт-потокового обчислювача добу-
вання кореня отримується аналітично з використан-
ням методу формування приростів апроксимуючих 
висхідних ступінчастих функцій. Математична мо-
дель апаратного біт-потокового обчислювача дробо-
во-раціональних функцій отримується алгоритмічним 
шляхом неперервного паралельного обчислення зна-
чень двох раціональних функцій і формуванням 
вихідного біт-потоку обчислювача в моменти рівності 
їх значень. Запропоновані математичні моделі апа-
ратних біт-потокових обчислювачів забезпечують 
абсолютну похибку відтворення функцій 0,5 одиниці 
молодшого біту аргументу.  
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1. Вступ 
При наростанні складності завдань по організації 
обчислень в таких областях, як сенсорика, інтер-
нет речей, промисловий інтернет, робототехніка, 
біоелектроніка та інші, де актуальні збір і пере-
творення інформації від великої кількості 
різнорідних джерел, одним з напрямків, пов'яза-
них зі створенням нових базових елементів для 
побудови обчислювальних систем, є розробка 
пристроїв, що виконують перетворення бітових 
потоків даних. Це пояснюється тим, що біт-
потокова форма ефективно застосовується як в 
сенсорних інтерфейсах, так і при формуванні 
керуючих сигналів [1,2]. При цьому, бітові пото-
ки являють собою імпульси електричної або ін-
шої природи з одиничним значенням амплітуди, 
у яких інформативні параметри так чи інакше 
пов'язані з часом. 
Біт-потокові форми дозволяють здійснювати пе-
редачу і обробку інформації способами, що ха-
рактеризуються певними особливостями – мож-
ливістю послідовної обробки потоків в темпі 
надходження одиничних імпульсів та високою 

завадостійкістю внаслідок непозиційного харак-
теру і еквівалентності одиничних імпульсів по 
відношенню до їх ваги в цифровому коді [3]. 
Переваги біт-потокового подання сприяють ро-
зробці відповідних пристроїв для систем управ-
ління і контролю [4, 5], а також підходів до ор-
ганізації обчислювальних перетворень. 
При проведенні математичної обробки первинної 
вимірювальної інформації, що отримують від 
вимірювальних сенсорів потрібно виконання різ-
них нелінійних перетворень бітових потоків да-
них. Завдяки можливостям інтегральних техно-
логій, що активно розвиваються, проміжний 
функціональний перетворювач може бути впро-
ваджений в структуру сенсора, для отримання 
готового до використання обробленого цифрово-
го сигналу. Обробка передбачає як перетворення 
форми подання інформації, так і виконання ліне-
аризації сигналу сенсора з використанням різних 
функцій. При цьому перевага віддається сенсо-
рам, що забезпечують безперервний процес 
вимірювань і перетворень. 
Інтелектуальні вимірювальні системи часто пе-
редбачають первинну обробку вимірювальної 
інформації для прийняття рішень про результати 
вимірювань з метою реалізації управління. При 
цьому в більшості випадків потрібні плавні зміни 
сигналів управління, наприклад, при впливі на 
виконавчі механізми роботів, маніпуляторів, 
біонічних протезів. [6]. Для згладжування мо-
жуть використовуватися різні нелінійні функції: 
логарифмічна, ірраціональна, дробово-
раціональна, експоненціальна, тригонометричні. 
Як ефективну елементну базу для реалізації біт-
потокових пристроїв розглядають програмовані 
логічні інтегральні схеми. Їх застосування знімає 
значну кількість обмежень на складність розроб-
люваних перетворювачів, що дозволяє при цьому 
досягти максимальної технологічної надійності 
та швидкодії [7]. 
Потокові способи передачі та обробки інфор-
мації характеризуються можливістю реалізації 
перетворення за рахунок використання методів 
формування приростів і послідовної обробки по-
токів у міру надходження бітових потоків даних. 
Реалізація потокового методу обчислень полягає 
в розгортці кодової інформації в часі з одно-
часним паралельно-послідовним виконанням пе-
ретворень над бітами потоку даних відповідно до 
необхідної функції. 
В основі функціонального перетворення лежить 
послідовне обчислення значень функцій, що ви-
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конуються для сусідніх значень аргументу. При 
цьому є можливість враховувати попередню 
історію процесу: кожне наступне значення 
функції обчислювати з врахуванням інформації, 
взятої з попереднього обчислення. При цьому 
перше обчислення здійснюється з врахуванням 
додаткової інформації (налаштування або вве-
дення початкових умов) [8]. 
Метою роботи є дослідження та розробка  мате-
матичних моделей апаратних біт-потокових об-
числювачів дробово-раціональних функцій і 
функцій добування кореня, які входять складо-
вими до математичної моделі апаратного біт-
потокового обчислювача ірраціональних 
функцій.  Запропоновані моделі забезпечують 
абсолютну похибку відтворення функцій 0,5 
одиниці молодшого біту аргументу. 
2. Математичне обґрунтування  способу об-
числення ірраціональних функцій 
Відповідно до мети дослідження апаратний біт-
потоковий обчислювач ірраціональних функцій, 
має реалізувати неперервну функцію 

 , (1) 

де i, ai – цілі додатні числа. 
В [9] розглянуто метод формування приростів 
висхідних функцій. Зазначено, що неперервна 
функція , яка обмежена умовами 

,  і  має зворотну 

 може бути відтворена на виході апа-
ратного біт-потокового обчислювача апрокси-
муючою функцією 

,     (2)  
де x, y – вхідний і вихідний бітові потоки даних 
відповідно,   – задане граничне 
значення абсолютної похибки відтворення 
відповідних неперервних функцій. В (2) квадрат-
ні дужки позначають цілу частину числа. 
Було показано, що процес відтворення функції 
(2) з біт-потоковою формою подання аргументу 
може бути зведений до вибірки певної частини 
бітів  з вхідного бітового потоку даних x, но-

мери яких визначають з нерівності 
,   (3) 

де - функція, зворотна  

Зазначено, що значення , що обираються з 

вхідного бітового потоку даних, можуть бути 
знайдені шляхом послідовної підстановки y = 1, 
2, 3, ... в нерівність (3) обчисленням лівої її 
частини і округленням одержуваних дискретних 
значень в більшу сторону до найближчого цілого 
числа, або обчисленням правої її частини і 
округленням в меншу сторону.  
З огляду на вищесказане, нерівність (3) можна 
замінити рівністю 

,    (4) 

де y = 1, 2, 3,… 
Такий метод забезпечує неперервний процес 
відтворення функції (2) в реальному часі по мірі 
надходження бітового потоку даних на вхід апа-
ратного обчислювача. Апаратні обчислювачі, що 
розглядаються, як правило, працюють в області 
низьких частот тому, в переважній більшості, 
вибіркові значення  представляють бітовим 
потоком даних, що істотно спрощує їх технічну 
реалізацію [10]. 
Отже, неперервна функція (1) може бути відтво-
рена а виході пристрою апроксимуючою 
функцією 

 , (5)  

де x – аргумент функції, що представляє собою 
бітовий потік даних;  i, ai – цілі додатні числа; 

 – граничне значення абсолютної 

похибки ділення полінома  на число m; 

 – граничне значення абсолютної 
похибки добування кореня. На виході пристрою 
формується бітовий потік даних y.  
Абсолютна похибка обчислення дробово-
раціональної функції виникає при поділі 
полінома на число m та при добуванні кореня і 
може бути забезпечена 0,5 одиниці молодшого 
біту числа x. При обчисленні поліномів з цілими 
коефіцієнтами похибка обчислення відсутня. 
При абсолютних похибках  
забезпечується мінімально можлива похибка 
відтворення заданої функції, так як і результат 
ділення, і результат добування кореня 
округляється до найближчого цілого числа. 
З урахуванням абсолютної мінімально можливої 
похибки відтворення функції, апаратний біт-
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потоковий обчислювач ірраціональних функцій 
має реалізувати функцію  

.   (6) 

При обчисленні функції (6) необхідно послідовне 
виконання двох етапів: на першому етапі вико-
нати обчислення дробово-раціональної функції, 
що є в підкореневому виразі, на другому – вико-
нати добування кореня з числа, отриманого на 
першому етапі в результаті обчислення дробово-
раціональної функції. 
Отримаємо математичні моделі апаратних біт-
потокових обчислювачів дробово-раціональної 
функції і функції добування кореня, що є складо-
вими математичної моделі апаратного біт-
потокового обчислювача ірраціональних 
функцій. 
3. Математичні моделі апаратних біт-
потокових обчислювачів дробово-
раціональних функцій  
Значна кількість відтворюваних на практиці еле-
ментарних функцій забезпечується апрокси-
мацією дробово-раціональними функціями. 
Апаратні біт-потокові обчислювачі дробово-
раціональних функцій мають широке застосу-
вання  і в загальному випадку реалізують непе-
рервну функцію 

,     (7) 

де i, j, ai , bj – цілі додатні числа.  
Пристрої, що виконують такі перетворення, як 
правило, відрізняються простотою технічної ре-
алізації. 
В [11] було отримано систему нерівностей, що 
може бути реалізована апаратним біт-потоковим 
дробово-раціональним обчислювачем. Зазначено, 
що з урахуванням функції (2) і абсолютної 
похибки відтворення  апроксимуюча 
дробово-раціональна функція набуває вигляду 

      (8) 

Так як функція (8) не має аналітичного виразу 
зворотної їй функції, і обчислення xy не є 
можливим за формулою (3), опустивши 
квадратні дужки можна перейти до нерівності 

,    (9) 

де y = 1, 2, 3,… 
З нерівності (9) випливає, що першому (y=1) біту 
вихідного бітового потоку обчислювача має 
відповідати той біт x1 вхідного бітового потоку 
x=1, 2, 3,…, при якому буде виконано нерівність 

     (10) 

Аналогічно, другому вихідному біту (y=2) 
обчислювача має відповідати біт x2 бітового 
потоку х, при якому буде виконано нерівність 

    (11) 

Для вихідного біт-потоку  y = 3, 4, 5… будуть 
виконані аналогічні нерівності відповідно. 
Отже, в результаті отримаємо систему 
нерівностей 

 , 

, 

 ,    (12) 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

. 

Технічна реалізація дробово-раціонального 
обчислювача є більш простою, якщо систему 
нерівностей (12) представити у вигляді різниць з 
урахуванням рівностей 

  (13) 

.  

Отже, система нерівностей, що представляє 
собою математичну модель біт-потокового 
обчислювача дробово-раціональної функції (8) в 
різницях має вигляд 

, 

 , 

,(14) 

.  .  .  .  .  .  .  ..  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
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. 

В системі нерівностей (14)  визначається 

(15) 

З (14) випливає, що що визначення вибірок xy 
може бути зведено до обчислення приростів 

ґратчастої функції  змінної x на кожному 

з інтервалів  та їх порівнянні з 

приростами ґратчастої функції  двох 

змінних x, y з урахуванням їх різниці , 

отриманої на попередньому кроці інтервалу 

 в точці .  

На основі викладеного вище отримаємо 
математичну модель апаратного біт-потокового 
обчислювача дробово-раціональних функцій, що 
має місце в підкореневому виразі апроксимуючої 
функції (6).  
Неперервна дробово-раціональна функція має 
вигляд  

,     (16) 

де i, ai, m– цілі додатні числа. В (16) в чисельни-
ку маємо поліном i-го степеня, а поліном в зна-
меннику є константою m: , так як 
коефіцієнти .  
Апроксимуюча дробово-раціональна функція, що 
відтворює неперервну (16) з урахуванням 
абсолютної похибки обчислення  
набуде вигляду 

.    (17) 

Задана абсолютна похибка відтворення, що 
забезпечує обчислення функції і є 
оптимальною з точки зору точності обчислення.  
Опустивши квадратні дужки перейдемо до 
нерівності 

 .    (18) 

Виконавши перетворення, отримаємо 

    (19) 

З нерівності (19) випливає, що першому (y=1) 
біту вихідного біт-потоку апаратного 
обчислювача буде відповідати той біт x1 вхідного 
біт-потоку x=1, 2, 3,…,  при якому буде виконана 
нерівність 

      (20) 

Аналогічно, другий (y=2) і наступні біти 
вихідного біт-потоку апаратного обчислювача 
визначаються системою нерівностей 

        

      (21) 

.  .  .  .  .  .  .  .        
З урахуванням (19) систему нерівностей (21) 
можна представити у вигляді різниць на основі 
рівностей 

  (22) 

. 
Отже, в результаті отримаємо систему 
нерівностей що представляє собою математичну 
модель апаратного біт-потокового обчислювача 
дробово-раціональної функції (17) в різницях  

, 

, 

,  (23) 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

 . 

В системі нерівностей  (23)  визначається 

. (24) 

З  (23) випливає, що  визначення вибірок  

може бути зведено до обчислення приростів 

ґратчастої функції  змінної x на 

кожному з інтервалів  і їх порівнянні з 

приростами функції  з урахуванням їх 
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різниці , отриманої на попередньому кроці 

інтервалу  в точці . 

В системах управління, контролю та 
інформаційно-вимірювальних системах широке 
застосування знаходять апаратні біт-потокові 
обчислювачі дробово-раціональних функцій, що 
відтворюють неперервні  

,     (25) 

 ,    (26) 

де i, ai, m – цілі додатні числа. 
В (25) чисельник  представляє собою  поліном i-
го степеня, в якому коефіцієнти  мають значення 

, . 
Апроксимуючі дробово-раціональні функції, що 
відтворюють неперервні (25) і (26) з абсолютною 
похибкою обчислення  відповідно 
мають вигляд 

,     (26) 

,     (27) 

де x – бітовий потік даних. В (27) чисельник 

– бітовий потік, представлений пачками 

одиничних імпульсів (бітів).  
Опустивши квадратні дужки в (26) перейдемо до 
нерівності 

.     (28) 

Перетворимо вираз (28) і отримаємо нерівність 
    (29) 

Скориставшись (29), перейдемо до системи різ-
ницевих нерівностей, яка представляє собою ма-
тематичну модель апаратного біт-потокового 
дробово-раціонального обчислювача, що ре-
алізує функцію (26):  

, 

, 

 ,   (30) 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
. 

В системі нерівностей (30)  визначається 

.   (31) 

З  (30)  випливає, що  визначення вибірок xy 
може бути зведено до обчислення приростів 
ґратчастої функції  змінної x на кожному з 

інтервалів  і їх порівнянні з приростами 

функції  з урахуванням їх різниці , 

отриманої на попередньому кроці інтервалу 

 в точці . 

Математична модель апаратного біт-потокового 
дробово-раціонального обчислювача, що 
реалізує функцію (27) може бути описана 
системою нерівностей (30). 
4. Математична модель апаратного біт-
потокового обчислювача добування кореня 
При обчисленні ірраціональної функції (2) на 
другому етапі обчислень необхідно добувати 
корінь k-го степеня  з цілого числа, отриманого в 
результаті обчислення дробово-раціональної 
функції.  
 Апаратні біт-потокові обчислювачі добування 
кореня відтворюють неперервну функцію  

.     (32) 
Функція, що апроксимує неперервну функцію 
(32) з урахуванням (3) і абсолютної похибки         
обчислення  має вигляд 

.    (33) 
Отримаємо математичну модель апаратного біт-
потокового обчислювача добування кореня, 
скориставшись методом формування приростів 
висхідних функцій. 
Для функції (33) визначимо зворотну функцію і 
запишемо нерівність 

   (34) 

Закон вибірки xy при цьому визначається 
необхідною похибкою обчислення функції. 
Номери xy вхідного біт-потоку х можуть бути 
визначені за формулою (34) при підстановці y = 
1, 2, 3,… При цьому буде забезпечена абсолютна 
похибка обчислень, що не перевищує 0,5 одиниці 
молодшого біту аргументу.  
На основі нерівності (34) отримаємо 
математичну модель апаратного біт-потокового 
обчислювача добування кореня в різницях 

, 
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  (35) 
.  .  .  .  .  .  .  ..  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

.  

В системі нерівностей (35)  визначається 

 . (36) 

З (35) випливає, що  визначення вибірок xy може 
бути зведено до обчислення приростів ґратчастої 

функції  змінної x на кожному з інтервалів 
 і їх порівнянні з приростами функції 

 з урахуванням їх різниці , 

отриманої на попередньому кроці інтервалу 

 в точці . 

З системи нерівностей (35) випливає, що 
першому біту вихідного біт-потоку обчислювача 
(y1=1) буде відповідати значення x1 вхідного біт-
потоку x=1, 2, 3, …, при якому буде виконано 
першу нерівність. Аналогічно, другому біту 
вихідного біт-потоку (у2=2) буде відповідати 
значення x2 вхідного біт-потоку x, при якому 
буде виконано другу нерівність. Для наступних 
бітів вихідного біт-потоку y будуть виконані 
аналогічні нерівності відповідно. 
5. Висновки 
В результаті проведених досліджень дано мате-
матичне обґрунтування способу обчислення ір-
раціональних функцій, що мають в підкоренево-
му виразі дробово-раціональну функцію. Пока-
зано, що обчислення ірраціональних функцій, 
може бути здійснено в два етапи: на першому 
етапі здійснюється обчислення дробово-
раціональної функції, на другому – добування 
кореня з числа, отриманого в результаті обчис-
лення дробово-раціональної функції. 
Наукова новизна полягає в розробці математич-
них моделей апаратних біт-потокових обчислю-
вачів дробово-раціональних функцій і функцій 
добування кореня, що входять складовими в ма-
тематичну модель апаратного обчислювача ір-
раціональних функцій. 
Зазначено, що дробово-раціональні функції в за-
гальному випадку не мають аналітичного запису 
зворотних їм функцій. Тому визначити аналітич-
ним шляхом значення вибірок  з вхідного 

бітового потоку за методом формування при-
ростів висхідних ступінчастих функцій не є 

можливим. Проте, значення  можуть бути от-

римані алгоритмічним шляхом неперервного па-
ралельного обчислення значень двох раціональ-
них функцій відповідно і формуванням вузлів 
апроксимації вихідних функцій в моменти їх рів-
ності. При цьому, однією з них є функція змінної 
x, що відповідає чисельнику дробово-
раціональної функції, а друга – функція двох 
змінних x і y, що відповідає її знаменнику,  по-
множеному на поточне значення y. Запропонова-
ний алгоритм формування апроксимуючих дро-
бово-раціональних функцій здійснює формуван-
ня вузлів апроксимації в реальному часі в темпі 
надходження бітового потоку даних на вхід об-
числювача. 
Отримано математичну модель апаратного біт-
потокового обчислювача функцій добування ко-
реня з використанням методу формування при-
ростів висхідних ступінчастих функцій, що доз-
воляє визначити аналітичним шляхом значення 
вибірок з вхідного біт-потоку даних. 

Запропоновані математичні моделі апаратних 
біт-потокових пристроїв обчислення функцій 
забезпечують мінімально можливу похибку об-
числення функцій, що забезпечує 0,5 одиниці 
молодшого біту аргументу. 
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